Elemens d'algèbre by Bui, Quôc Anh
Projet de mathe´matiques Bachelor
Elemens d’alge`bre
Quoˆc Anh Bui
Professeur : Jacques Se´siano
Semestre automne 2009-2010
Re´sume´
Leonhard Euler est l’un, si ce n’est le, plus grand mathe´maticien connu a` l’heure
actuelle. En effet, sa trace dans l’histoire est des plus importantes tant au point
de vue de la quantite´, de la varie´te´ ou de la qualite´. L’e´norme impact qu’ont eu
ses travaux qui, d’ailleurs, inspirent toujours les scientifiques actuels, en sont la
preuve. Ce dossier va traiter d’une de ses oeuvres les plus inte´ressantes et plus
impressionnantes, ses Ele´mens d’alge`bre, qui a e´te´ dicte´e de me´moire car Euler
e´tait devenu presque aveugle a` la fin de sa vie.
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Le plus grand mathe´maticien connu jusqu’a` pre´sent est suˆrement le Suisse
Leonhard Euler. En effet, sa contribution a` la science la plus pure a e´te´ remar-
quable autant au niveau quantite´ que qualite´. Ainsi, dans bien des domaines
comme la ge´ome´trie, le calcul infinite´simal, la trigonome´trie, l’alge`bre et la
the´orie des nombres, le nom d’Euler est incontournable tant son impact a e´te´
conse´quent. De plus, il est a` l’origine de la the´orie des graphes qui connaˆıt un
immense succe`s actuellement pour son utilite´ dans tout ce qui est logistique.
Sans oublier qu’il a aussi e´tudie´ une autre branche, la physique. Il s’illustre
notamment en me´canique, en dynamique des fluides, en optique et en astrono-
mie. Ses oeuvres tre`s riches et tre`s prolixes continuent a` produire de nouvelles
de´couvertes encore aujourd’hui. Son ge´nie est d’autant plus re´pandu puisqu’on
retrouve son portrait sur les billets de dix francs helve´tiques et une multitude
de timbres allemands, russes et suisses. Ce dernier pays a d’ailleurs feˆte´ comme
il se doit les trois cents ans de son ge´nie en 2007. Dans toutes les e´coles, il a
e´te´ pre´sente´ a` nouveau. Les jeunes et moins jeunes ont pu alors rede´couvrir ses
oeuvres.
Figure 1.1 – Timbre a` l’occasion de l’anniversaire des 300 ans d’Euler en Suisse
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Et pourtant, rien ne destinait notre personnage a` ce fabuleux avenir qui al-
lait eˆtre le sien. En effet, le 15 avril 1707, naquit le jeune Leonhard Euler a` Baˆle.
Tout portait a` croire que ce dernier allait tenir un haut rang dans l’e´glise vu que
son pe`re, Paul Euler, e´tait pasteur et sa me`re, Marguerite Brucker, fille de pas-
teur. Ce fut la de´cision de de´me´nager a` Riehen qui forc¸at son destin. En effet,
Leonhard y rencontra Jean Bernoulli, le plus grand mathe´maticien Europe´en
de l’e´poque et grand ami de son pe`re. A l’aˆge de treize ans, Euler s’inscrivit a`
l’Universite´ de Baˆle et trois ans plus tard il obtint son diploˆme de philosophie
dans lequel il compara la philosophie de Descartes a` celle de Newton. Il com-
menc¸a alors a` e´tudier la the´ologie, le grec et l’he´breu pour suivre les traces de
son pe`re et devenir pasteur a` la demande de ce dernier. Mais en meˆme temps,
lors de ses lec¸ons de mathe´matiques chez Johann Bernoulli, un talent incroyable
dans le domaine des chiffres fut de´couvert et cela euˆt e´te´ une e´norme perte de le
gaˆcher. Le fameux professeur particulier se de´cida alors a` aller convaincre Paul
Euler que son fils allait devenir un des plus grand mathe´maticien.
En 1727, une premie`re opportunite´ s’offrit au jeune Leonhard, aˆge´ alors de
20 ans. Cette anne´e la`, l’Acade´mie des Sciences de Paris proposait un proble`me
scientifique sur la meilleure position des maˆts sur un navire. Euler remporta le
second prix, ne s’inclinant que contre celui qui sera connu sous le nom de ”pe`re
de l’architecture navale”, Pierre Bouguer, de neuf ans son aˆıne´. Cette de´faite ne
le choqua gue`re car il remporta douze fois ce prix par la suite.
Grand ami de la famille Bernoulli, Euler avait passe´ une grande partie de son en-
fance en compagnie des deux fils de Johann, Daniel et Nikolaus. Ceux-ci, ayant
suivi un chemin purement scientifique, une fois devenus adultes travaille`rent a`
l’Acade´mie des sciences de Russie a` Saint-Pe´tersbourg. En juillet 1726, Nikolaus
mourut de l’appendicite, qui n’e´tait pas encore soignable a` l’e´poque. Daniel re-
prit alors les postes de son fre`re en mathe´matiques et en physique. Pour le poste
qu’il avait alors laisse´ vacant, la physiologie, il recommanda son ami Leonhard
Euler, offre que celui-ci accepta apre`s l’e´chec de son postulat a` un poste de pro-
fesseur de physique a` l’Universite´ de Baˆle.
Ce fut donc en 1727 qu’Euler arriva a` Saint-Pe´tersbourg et commenc¸a par tra-
vailler au de´partement me´dical de son acade´mie. Rapidement, il trouva un poste
dans le de´partement de mathe´matiques ou` il travaillait souvent avec Daniel Ber-
noulli chez qui il logeait. Puis, maˆıtrisant rapidement la langue locale, il s’installa
alors dans la capitale et prit meˆme un emploi additionnel de me´decin dans la
marine russe.
A cette e´poque, le but de l’Acade´mie de Saint-Pe´tersbourg e´tait d’ame´liorer
l’e´ducation en Russie mais surtout de se mettre a` jour scientifiquement par
rapport aux autre pays de l’Europe. Aussi la situation e´tait tre`s avantageuse
pour les e´trangers comme Euler. En effet, les fonds ne manquaient pas et la bi-
bliothe`que, tre`s riche, e´tait remplie de livres provenant directement de celle du
Tsar et de la noblesse russe. Mais surtout tre`s peu d’e´tudiants e´taient inscrits
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afin de diminuer la charge des professeurs, leur laissant plus de temps pour leur
recherche scientifique.
A la mort de Pierre II, les conditions de travail s’ame´liore`rent et Euler re´ussit
a` prendre un poste de professeur de physique en 1730. Puis Daniel Bernoulli
rentra a` Baˆle en 1732. Euler lui succe´da alors a` la teˆte du de´partement de
mathe´matiques. Il trouva ensuite l’amour en la personne de Katharina Gsell,
fille du directeur de l’acade´mie de peinture de Saint-Pe´tersbourg, qu’il e´pousa
en 1734 et avec qui il eut treize enfants dont cinq seulement parvinrent a` l’aˆge
adulte.
En 1741, l’impe´ratrice Anna mourut. L’avenir de l’Acade´mie devenant encore
plus incertain, Euler se re´signa a` quitter la Russie pour rallier l’Acade´mie de
Berlin et la cour de Fre´de´ric II de Prusse. S’enchaˆına alors une pe´riode tre`s
fructueuse pendant laquelle Euler e´crivit beaucoup. Notamment deux ouvrages
ce´le`bres Introductio analysin infinitorum (Introduction a` l’analyse des infini-
ments petits) et Institutiones calculi differentialis (Traite´ du calcul diffe´rentiel).
Mais surtout, ses 200 lettres a` la nie`ce de Fre´de´ric II, la princesse d’Anhalt-
Dessau dont il fut le professeur. Elles furent rassemble´es et publie´es dans Lettres
a` une princesse d’Allemagne sur divers sujets de physique et de philosophie, dans
lequel il aborda diffe´rents sujets mathe´matiques et physiques mais aussi philo-
sophiques. Ce livre est d’ailleurs l’ouvrage le plus lu d’Euler. Sa particularite´
est sa simplicite´ a` expliquer des proble`mes scientifiques au grand public, chose
rare qui lui valut cet e´norme succe`s.
Figure 1.2 – Timbre allemand avec le the´ore`me des polye`dres d’Euler
Malgre´ son travail titanesque et la qualite´ de ses oeuvres, Euler n’obtint pas
l’attention me´rite´e du roi qui n’avait d’yeux que pour son cercle de philosophes.
Pire encore, comme il e´tait de nature simple et assez directe, ne maniant pas
assez bien l’art de la rhe´torique, il e´tait assez fre´quemment la cible des moque-
ries de Voltaire qui avait une place de choix dans le cercle du monarque. Autre
motif de frustration, Fre´de´ric II refusa meˆme une rente pour sa femme et un
poste dans l’Acade´mie de Berlin pour ses fils.
En 1766, une chance inespe´re´e d’acque´rir le statut qu’il me´ritait lui fut offerte.
En effet, la situation se stabilisa en Russie avec l’accession au troˆne de Catherine
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II. Celle-ci tint absolument au retour d’Euler et accepta toutes ses conditions.
Euler retourna donc a` Saint-Pe´tersbourg pour finir sa vie. Il y perdit sa femme
en 1773 avant d’e´pouser sa demi-soeur trois ans apre`s.
Il mourut en 1873. Sa fin fut comple`tement re´gle´e, comme sa vie.
– Le matin : Il donna une lec¸on de mathe´matique a` son petit fils. Puis il
discuta de la de´couverte d’Uranus avec ses disciples.
– L’apre`s-midi : Il e´tudia le mouvement des ballons, a` la craie.
– 17h00 : Il dit ”Je meurs”.
– 23h00 : Il mourut d’une he´morragie ce´re´brale.





2.1 Une ide´e ge´niale malgre´ un handicap
conse´quent
Tout au long de sa carrie`re, Euler perdit petit a` petit l’usage de la vue.
En 1735, il surve´cut a` une fie`vre quasiment mortelle au prix de son oeil droit.
Il attribua cependant cette perte a` un travail minutieux de cartographie. Cet
handicap lui valut alors le surnom de ”Cyclope” aupre`s de Fre´de´ric II. Vint le
tour de l’oeil gauche de souffir d’une cataracte si bien qu’Euler devint presque
totalement aveugle. Il ne lisait alors plus que la craie au tableau. Il tenta alors,
en 1771, une ope´ration qui e´choua et se re´signa a` la perte de ce sens. Cependant
ce malheur n’eut aucun impact sur sa productivite´. Son ge´nie et son incroyable
me´moire, surpassant facilement cet obstacle, lui permit meˆme, a` l’aide de scribes,
d’augmenter le rythme de ses publications. C’est ainsi qu’en 1775, Euler pro-
duisait en moyenne un document mathe´matique par semaine.
C’est dans ce contexte qu’il faut se plonger. Euler, dans son acade´mie a` Saint-
Pe´tersbourg, commenc¸a a` imaginer un manuel graˆce auquel on puˆt apprendre
l’alge`bre sans autre secours. Malheureusement aveugle, il ne pouvait plus e´crire.
Il engagea alors son tailleur, qu’il avait rencontre´ lorsqu’il enseignait encore a`
Berlin. Celui-ci ne posse´dait que quelques notions d’arithme´tique et e´tait en
somme quelqu’un d’assez ordinaire. C’e´tait donc la personne ide´ale pour tester
cette nouvelle manie`re d’apprendre l’alge`bre. Euler lui dicta de`s lors ce qui se
nommera plus tard, ses Ele´mens d’alge`bre.
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2.2 Le livre
Les Ele´mens d’alge`bre d’Euler ne sont pas un traite´ sur l’alge`bre contem-
poraine. En effet, l’alge`bre moderne n’est apparue qu’en 1925 avec Emil Artin.
Pour nous faire une ide´e de ce dont notre document va parler, reprenons la
de´finition qu’Euler donne de l’alge`bre dans son livre.
Le but principal de l’alge`bre, ainsi que de toutes les parties des mathe´matiques,
est de de´terminer la valeur de quantite´s, qui auparavant e´taient inconnues. On
l’atteint en pesant avec attention les conditions prescrites, lesquelles
s’expriment toujours par des quantite´s connues. C’est aussi pourquoi on de´finit
l’Alge`bre, la science qui enseigne a` de´terminer des quantite´s inconnues par le
moyen de quantite´s connues.
Ce livre donne donc des me´thodes pour trouver des quantite´s inconnues a` partir
de quantite´s connues et de certaines conditions. Dit comme cela, les proble`mes
pre´sente´s paraissent tre`s simples mais quelqu’un d’averti sait tre`s bien qu’il suf-
fit d’un rien pour rendre ces proble`mes complexes, voir impossibles. Il n’en est
rien. Euler a voulu un livre simple, accessible a` n’importe qui et surtout, ne
reque´rant aucune connaissance particulie`re.
Les Ele´mens d’alge`bre sont partage´s en deux tomes. Comme on le verra par
la suite, le premier est divise´ en quatre sections, elles-meˆmes encore divise´es en
une multitude de chapitres. Dans les premie`res pages, Euler explique les notions
de base dont nous aurons besoin quand nous passerons a` l’alge`bre proprement
dite. Le second tome, lui, n’est divise´ qu’en chapitres. A sa fin, on trouve des
additions, ajoute´es par Lagrange.
Pour ce travail, l’auteur a voulu rendre hommage a` Euler en gardant son e´criture
pour les termes au carre´, c’est-a`-dire xx a` la place de x2. En effet, on se rend
vite compte a` quel point cette convention est pratique et fait gagner du temps.
De plus, elle ne ne´cessite pas plus de caracte`re. Mais il est clair que pour les
formules e´leve´es au carre´, il serait vraiment stupide de l’e´crire deux fois.
Figure 2.1 – Timbre russe a` l’effigie d’Euler
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Chapitre 3
Ele´mens d’alge`bre, Tome 1
3.1 Section 1 : Diffe´rentes me´thodes de calcul
pour les grandeurs simples ou incomplexes
3.1.1 Chapitre 1 : Mathe´matiques en ge´ne´ral
Dans ce premier chapitre, Euler de´finit la notion de grandeur ou quantite´
comme Tout ce qui est susceptible d’augmentation et de diminution. Il souligne
alors que les mathe´matiques ne sont autre chose que la science des quantite´s et
que pour de´terminer ces quantite´s, on est oblige´ de les comparer a` des mesures
connues telles que le me`tre, la livre ou le litre, pour ne citer qu’eux. Ensuite, il
dit que toutes ces quantite´s peuvent eˆtre repre´sente´es par des nombres, quelle
que soit leur nature. Il de´finit l’Arithme´tique comme la science des nombres
dont les me´thodes de calcul ne s’e´tendent qu’a` ceux qui se pre´sentent dans
la vie quotidienne. L’Analyse ou l’Alge`bre vient comple´ter tous les autres cas,
notamment dans le calcul des nombres.
3.1.2 Chapitre 2 : Explication des signes + plus et −moins
On y apprend a` utiliser les signes + et −, d’abord seulement entre eux, puis
ensemble. Euler introduit alors l’ensemble des naturels et des nombres entiers,
mieux connus actuellement comme N et Z respectivement.
3.1.3 Chapitre 3 : De la multiplication des quantite´s
simples
Ici est introduit le signe × ou · et la fac¸on de l’utiliser. On apprend aussi a`
l’omettre lorsqu’on multiplie des quantite´s de´signe´es par des lettres, mais pas
lorsqu’on fait de meˆme avec des chiffres. Par exemple, 34 6= 3 · 4 = 12. Euler
y fait aussi sentir ce qu’on appelle de nos jours la commutativite´, c’est-a`-dire
ab = ba et donc qu’on peut e´crire les facteurs d’un produit dans n’importe quel
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ordre. Il explique aussi pourquoi lorsqu’on multiplie deux quantite´s ne´gatives,





3.1.4 Chapitre 4 : De la nature des nombres entiers, en
e´gard a` leurs facteurs
Par le chapitre pre´ce´dent, on sait que tout nombre peut s’e´crire comme un
produit de facteurs. De la` va naˆıtre une classification des nombres entiers. Les
nombres simples ou premiers sont ceux qui ne peuvent pas s’e´crire comme le
produit de deux nombres autres qu’eux-meˆmes et de 1 ; et les nombres compose´s
dont on pourra prendre la de´composition en facteurs premiers, c’est-a`-dire qu’on
pourra les e´crire comme produit de nombres de la premie`re espe`ce.
3.1.5 Chapitre 5 : De la division des quantite´s simples
Quand on de´compose un nombre en facteurs, on fait appel a` la notion de
division. Aussi, Euler introduit les termes dividende, diviseur, quotient et reste
et la manie`re de les utiliser pour diviser des nombres entiers.
3.1.6 Chapitre 6 : Des proprie´te´s des nombres entiers par
rapport a` leurs diviseurs
En remarquant que les nombres sont soit pairs, soit impairs, c’est-a`-dire de
reste 0 ou 1 apre`s division par 2, Euler montre que pour chaque diviseur a, tout
nombre entier est obligatoirement dans une des classes suivantes :
an, an + 1, . . . , an + a− 1
Dans les notes de bas de page, l’e´diteur a rajoute´ quelques techniques pour
de´terminer si un nombre est divisible par tel ou tel nombre, que tout le monde
a vu a` l’e´cole e´le´mentaire. Par exemple, pour savoir si un nombre est divisible
par 3, il faut que la somme de ses chiffres soit un multiple de 3.
3.1.7 Chapitre 7 : Des fractions en ge´ne´ral
Lorsqu’un nombre divise´ par un autre ne peut s’e´crire en nombre entier, on
l’appelle nombre rompu. Cela arrive lorsque, lors d’une division, le reste n’est pas
nul. On va donc utiliser une nouvelle manie`re de l’e´crire. C’est ainsi que naissent
les fractions. On appelle nume´rateur le nombre au-dessus de la barre de fraction
et de´nominateur celui situe´ en-dessous. On remarque que si le nume´rateur est
plus grand que le de´nominateur, la fraction sera plus grande que 1 et que si c’est
l’inverse, elle sera plus petite que 1. On de´finit alors les fractions impropres,
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celles dont la valeur est plus petite que 1. Il est ne´cessaire d’introduire dans ce
chapitre, la notion d’infiniment grand qu’on repre´sente par le symbole ∞ car si
le de´nominateur est 0, la fraction 10 doit prendre une valeur immense que l’on
ne connaˆıt pas. De plus, on remarque qu’il y a des ∞ plus grand que d’autres
car la fraction 20 est deux fois plus grande que
1
0 . Ce point de vue peut sembler
assez logique vu qu’a` l’e´poque on ne maˆıtrisait pas suffisamment ces quantite´s,
aussi, il serait pre´fe´rable plutoˆt d’interdire la division par 0.
3.1.8 Chapitre 8 : Des proprie´te´s des fractions en ge´ne´ral
On se rend compte tre`s vite que pour une valeur entie`re donne´e, il y a une




















= · · · = 2n
n
= 2









= · · · = n
2n









= · · · = n
3n
= . . .
La convention sera de toujours rendre la fraction irre´ductible, c’est-a`-dire que
parmi toutes les possibilite´s de repre´sentation d’un nombre, on prendra celle
dont le nume´rateur et le de´nominateur sont premiers entre eux.
3.1.9 Chapitre 9 : De l’addition et de la soustraction des
fractions
Si les de´nominateurs de deux fractions sont les meˆmes, il est tre`s facile de les
additionner ou de les soustraire. Il suffit de prendre la somme ou la diffe´rence


























Lorsque ce n’est pas le cas, il faudra, comme on a vu au chapitre pre´ce´dent,
trouver deux autres fractions de valeur e´gale et dont les de´nominateurs soient



































Une convention est prise dans ce chapitre : On e´crira les fractions dont la valeur
est plus grande que 1, ou dont le nume´rateur surpasse le de´nominateur, comme









3.1.10 Chapitre 10 : De la multiplication et de la division
des fractions
On commence par multiplier et diviser des fractions par des nombres entiers.
La re`gle est, dans le premier cas, de multiplier le nume´rateur par le nombre,
















2 · 3 =
1
6
On en de´duit que multiplier deux fractions revient a` multiplier les nume´rateurs
et les de´nominateurs pour trouver le nume´rateur et le de´nominateur de la frac-
tion cherche´e, alors qu’en diviser deux revient a` multiplier la premie`re par l’in-






















3 · 4 =
5
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On peut remarquer qu’une fraction se comporte comme un nombre entier. En

















Pour finir ce chapitre, il faut observer que le principe de multiplication des +
et des − doit eˆtre respecte´.
3.1.11 Chapitre 11 : Des nombres carre´s
On de´finit un carre´ comme le produit d’un nombre par lui-meˆme. On appelle
racine carre´e le nombre correspondant a` un tel produit. Par exemple, le carre´
de 2 est 4 et 2 est la racine carre´e de 4. On remarque que si on conside`re la
suite de´finie par la diffe´rence de deux carre´s conse´cutifs, on obtient la suite des
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nombres impairs. En effet :
12 − 02 = 1− 0 =1
22 − 12 = 4− 1 =3
32 − 22 = 9− 5 =5
42 − 33 = 16− 9 =7
(n + 1)2 − n2 = n2 + 2n + 1− n2 =2n + 1
la suite conside´re´e est {1, 3, 5, 7, 9, . . . , 2n+1, . . .}. On peut aussi prendre le carre´
de fractions. Il suffit alors de prendre le nume´rateur au carre´ et de le diviser par










Il est important de noter que le carre´ d’un nombre est toujours positif, quel que
soit son signe. Ainsi, tout nombre positif posse`de deux racines, une positive et
l’autre ne´gative. Par exemple, la racine de 9 est ±3. On voit que si on cherche a`
prendre la racine d’un nombre ne´gatif, on se retrouve dans une position de´licate
a` cause du signe. Nous allons discuter de ce cas plus tard.
3.1.12 Chapitre 12 : Des racines carre´es et des nombres
irrationnels qui en re´sultent
Lorsqu’un nombre entier est un carre´ ou lorsque le nume´rateur ainsi que le
de´nominateur d’une fraction sont carre´s, il est facile d’en prendre la racine. Par
exemple, il est facile de voir que la racine de 25 est 5 et que celle de 1649 est
4
7 .
Par contre, si ce n’est pas le cas, il est alors impossible d’en donner sa racine en
nombre fractionnaire. Pour s’en convaincre, on peut observer que la racine de 12
est plus grande que 3 car 32 = 9 mais moindre que 4 dont le carre´ est 16. On peut
toujours, en calculant un peu au hasard, trouver deux nombres fractionnaires,
l’un plus grand, l’autre plus petit que 12 tels que l’erreur de l’estimation soit
toujours plus petite. Mais on n’obtiendra jamais la valeur exacte. C’est pour
cela que l’on va introduire le symbole √ pour de´signer la racine d’un nombre
cherche´. Dans notre exemple, on notera
√
12 la racine de 12. Cela va sans dire
que dans des cas ou` la racine peut s’e´crire sans ce symbole, on l’omettra. On
a donc trouve´ un nouvel ensemble de nombres, ceux qui ne peuvent s’e´crire en
fractions et on les appellera les nombres irrationnels. On additionne ces quantite´s














On remarque que lors de la multiplication de deux racines, le carre´ de leur
produit doit eˆtre e´gal au produit de leur carre´, ce qui implique qu’on peut










Le dernier concept du chapitre est celui d’extraction de racine. En effet, si le
terme sous le symbole radical peut s’e´crire comme un produit dont l’un des
facteurs est un carre´, on pourra en prendre la racine et donc re´e´crire ce nombre













3.1.13 Chapitre 13 : Des quantite´s impossibles ou imagi-
naires qui de´coulent de la meˆme source
Nous avions vu au chapitre 11 qu’il e´tait de´licat de prendre la racine d’un
nombre ne´gatif. En effet, on a bien que tout nombre, qu’il soit positif ou ne´gatif,
pris au carre´, ne peut eˆtre que positif. Mais rien ne nous affirme qu’il n’existe pas
des nombres tels que leur carre´ soit ne´gatif. Comme vu au chapitre pre´ce´dent,
on ne se doutait pas qu’il existait des nombres irrationnels, alors pourquoi
n’existerait-il pas de quantite´s qu’on nommera nombres imaginaires ? Parmi ces
nombres, on trouvera par exemple
√−1, un nombre tel que son carre´ soit e´gal
a` −1. On remarque que ces quantite´s gardent les meˆmes proprie´te´s que les irra-
tionnels et qu’on peut donc les traiter comme tels lors d’ope´rations alge´briques.
3.1.14 Chapitre 14 : Des nombres cubiques
Le cube d’un nombre est le produit de ce nombre multiplie´ deux fois par lui-
meˆme. On de´finira la racine cubique de la meˆme manie`re que la racine carre´e. Si
on prenait les diffe´rences de deux cubes conse´cutifs, on n’y verrait qu’une suite
de nombres irre´gulie`re. Par contre, si on prend la soustraction de ces nombres,
on trouve une suite augmentant toujours de 6.
Nombres 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 . . .
Cubes 0 1 8 27 64 125 216 343 512 729 1000 . . .
On obtient comme suite irre´gulie`re {1, 7, 19, 37, 61, 91, 127, 169, 217, 271, . . .} et
si on prend la soustraction de ces termes deux a` deux, on a la suite cherche´e
{6, 12, 18, 24, 30, 36, 42, 48, 54, . . .}. Comme pour les carre´s, les cubes des frac-











3.1.15 Chapitre 15 : Des racines cubiques et des nombres
irrationnels qui en de´rivent
Comme pour les racines carre´es, si le nombre est un cube, il est aise´ de trouver
sa racine cubique. Sinon, on peut l’estimer par des nombres fractionnaires avec
une erreur aussi petite que voulue. On va donc introduire le symbole 3√ pour
exprimer ces racines. Suivent alors les meˆmes re`gles d’addition, de soustraction,
de multiplication et d’extraction des racines cubiques vues dans le chapitre des
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racines carre´es, a` la diffe´rence que la racine cubique d’un nombre est unique et
qu’elle existe peu importe que le nombre soit positif ou ne´gatif. En effet, le cube
d’un nombre ne´gatif sera ne´gatif et celui d’un positif, plus grand que 0. On n’a
donc pas besoin de la notion de nombres imaginaires.
3.1.16 Chapitre 16 : Des puissances en ge´ne´ral
On appelle puissance d’un nombre, le re´sultat du produit de ce nombre
multiplie´ par lui-meˆme un certain nombre de fois. Par exemple, un nombre au
carre´ est un nombre e´leve´ a` la puissance 2. Le cube correspond a` la puissance
3 alors que le bicarre´ ou carre´-carre´ a` la puissance 4. Comme on peut prendre
n’importe quelle puissance d’un nombre, on se rend vite compte que cela devient
long a` e´crire, c’est pourquoi on va utiliser la convention suivante pour e´crire une
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n a · · · a an
On remarque qu’en remontant le tableau ligne par ligne, on divise par a chaque








. . . . . .
a−n 1an
3.1.17 Chapitre 17 : Du calcul des puissances
Pour les additions et les soustractions, il n’y a rien de particulier a` observer.
Par contre, pour la multiplication d’un meˆme nombre e´leve´ a` deux puissances
diffe´rentes, on observe que les puissances s’additionnent. En effet, cela s’illustre
parfaitement dans le produit suivant :
an · am = a · · · a︸ ︷︷ ︸
n
· a · · · a︸ ︷︷ ︸
m




De meˆme pour la division.
an : am = a · · · a︸ ︷︷ ︸
n
: (a · · · a︸ ︷︷ ︸
m
) = a · · · a︸ ︷︷ ︸
m−n
= am−n
Et enfin, lorsqu’on prend la puissance d’une puissance, les puissances se multi-
plient tout beˆtement, comme tout le monde le voit a` l’e´cole.
(am)n = a · · · a︸ ︷︷ ︸
m
· · · a · · · a︸ ︷︷ ︸
m︸ ︷︷ ︸
n
= a · · · a︸ ︷︷ ︸
mn
= amn
3.1.18 Chapitre 18 : Des racines relativement a` toutes les
puissances en ge´ne´ral
Dans ce chapitre, on introduit les racines n-ie`mes en ajoutant le nombre n
dans le symbole de la racine qui devient n√ . Aussi, puisque la racine carre´e est
la plus utilise´e, on lui omettra son chiffre 2. Remarquons que les racines paires
ne sont possibles que pour les nombres positifs, a` moins que l’on accepte les
nombres imaginaires. On voit donc qu’il y a une quantite´ e´norme de nombres
irrationnels.
3.1.19 Chapitre 19 : De la manie`re d’indiquer les nombres
irrationnels par des exposants fractionnaires
Si on venait a` prendre la racine carre´e de a2, on trouverait a. De meˆme, la
racine de a4 est a2, celle de a6 est a3. On a donc ne´cessairement que celle de
a3 soit a
3
2 . On va donc introduire les puissances fractionnaires afin de pouvoir





3 = 13 · 13 23
On remarque que si le nume´rateur est plus grand que le de´nominateur, on peut
appliquer l’extraction de racine. En appliquant le meˆme raisonnement sur des
puissances ne´gatives, on peut de´duire que les puissances fractionnaires peuvent
aussi eˆtre ne´gatives. Enfin, on peut appliquer la re`gle que nous avons vue plus
haut pour les puissances, c’est-a`-dire que pour deux puissances fractionnaires




3 · a 45 = a 23+ 45 = a 2215 = a · a 715
3.1.20 Chapitre 20 : Qui traite en ge´ne´ral des diffe´rentes
manie`res de calculer et de leur liaison
On a vu jusqu’ici six ope´rations : l’addition, la soustraction, la multiplication,
la division, l’e´le´vation de puissance et l’extraction de racine. A chaque fois, la
quantite´ sur laquelle on ope´rait correspondait a` une autre. Il est temps donc
18
d’introduire le signe = qui signifie est autant que. Ce signe = est a` la base de
l’alge`bre car on va beaucoup l’utiliser pour de´terminer des inconnues.
On peut donc facilement re´soudre des proble`mes de la forme :
a + b = c et a− b = c
ou encore
a · b = c et a : b = c
et aussi
ab = c et b
√
a = c
Les quatre premie`res e´quations sont faciles a` re´soudre si on nous donne deux
des trois inconnues. Pour les deux dernie`res, si deux inconnues, dont b, sont
donne´es, la solution se de´duit facilement. Le cas ou` b est l’inconnue sera traite´
dans le prochain chapitre.
3.1.21 Chapitre 21 : Des logarithmes en ge´ne´ral
Reprenons notre e´quation ab = c et supposons qu’on connaˆıt les constantes
a et c. On veut donc de´terminer combien de fois le nombre a doit se multiplier
par lui-meˆme pour obtenir c. On va donc cre´er cette fonction que l’on nommera
le logarithme et dont le symbole repre´sentant sera L. Ainsi pour notre e´quation,





. . . . . .
L.an n
On peut appliquer le meˆme raisonnement sur les puissances ne´gatives et frac-
tionnaires. On a donc de´fini une nouvelle ope´ration. Remarquons ces quelques
proprie´te´s sur les logarithmes.
aL.c =c
L.c + L.d =L.cd




Ces proprie´te´s sont tre`s importantes et seront beaucoup utilise´es dans le chapitre
suivant.
On remarque e´galement que le logarithme ne peut eˆtre de´fini que sur des
nombres strictement positifs et si on le prend sur des quantite´s ne´gatives, on
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atterrit dans le domaine des nombres imaginaires. De plus, on voit que la valeur
que prend cette fonction est ne´gative lorsqu’on l’applique sur des valeurs com-
prises entre 0 et 1, alors que sur l’intervalle ]1,∞[, elle est strictement positive.
On conclura ce chapitre en mentionnant le fait qu’on peut prendre n’importe
quelle valeur pour a, excepte´ la valeur a = 1 qui ne saurait eˆtre de´finie. En
ge´ne´ral, on utilisera la valeur a = 10.
3.1.22 Chapitre 22 : Des tables de logarithmes usite´es
Jusqu’a` pre´sent, tout se passait sans encombre car on prenait les logarithmes
de nombres particuliers et faciles a` calculer. Mais si on cherche par exemple la
valeur de L.2, on se rend compte qu’on ne sait pas comment la de´finir. Alors on
essaie de l’approcher par des puissances fractionnaires de 10. On se rend vite
compte que 13 > L.2 car si on utilise ces deux valeurs comme puissance de 10,
on obtient 10
1
3 > 2 qu’on e´le`ve ensuite au cube pour obtenir 10 > 8. Par contre,
1
4 < L.2 car 10
1
4 < 2 et donc 10 < 16. On peut donc en de´duire que 14 < L.2 <
1
3 ,
et si on continue cette me´thode, on peut trouver une approximation de L.2 avec
une erreur acceptable. On fait de meˆme pour L.3. Pour L.4, on peut utiliser une
des proprie´te´s du chapitre pre´ce´dent. En effet, L.4 = L.22 = 2L.2. On en arrive
donc a` la conclusion suivante : si on connaˆıt les logarithmes de tous les nombres
premiers, on peut, a` l’aide des proprie´te´s vues au chapitre sur les logarithmes,
en de´duire celles de tous les nombres. Donc l’ide´e de construire des tables serait
excellente et tre`s pratique.
3.1.23 Chapitre 23 : De la manie`re de repre´senter des lo-
garithmes
Dans ce chapitre, on introduit une notion tre`s importante, celle de fraction
de´cimale. Si on y preˆte attention, on se rend compte que notre e´criture des
nombres est base´e sur des puissances de 10. En effet, lorsqu’on e´crit 524, on
entend par la` 5 · 100 + 2 · 10 + 4 · 1 = 5 · 102 + 2 · 101 + 4 · 100. L’ide´e sera alors
de continuer cette suite apre`s une virgule. Ainsi le nombre 12, 723 repre´sente la
fraction











On pourra de cette fac¸on repre´senter les logarithmes de 2 et de 3
L.2 =0, 3010300
L.3 =0, 4771213
On aurait pu continuer le de´veloppement de ces deux valeurs, mais on ne´glige
la fin a` cause de leur extreˆme petitesse.
Si on prend le logarithme des nombres entre 0 et 10, on trouve que leur
valeur doit eˆtre comprise entre 0 et 1. De meˆme, pour ceux compris entre 10
et 100, on aura des valeurs comprises entre 1 et 2. On continue ainsi de suite.
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Nous remarquons que la partie entie`re d’un logarithme est e´gale au nombre de
chiffres de celui-ci s’il est entier, auquel on enle`vera 1. On pourra donc calculer
les logarithmes suivants
L.3 = 0.4771213
L.30 = L.3 + L.10 = 0.4771213 + 1 = 1, 4771213
L.300 = L.3 + L.100 = 0.4771213 + 2 = 2, 4771213
. . .
L.300000 = L.3 + L.100000 = 0, 4771213 + 5 = 5, 4771213
L.0, 3 = L.3− L.10 = 0.4771213− 1 = −0, 5228787
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3.2 Section 2 : Des diffe´rentes me´thodes de cal-
cul pour les grandeurs compose´es ou com-
plexes
3.2.1 Chapitre 1 : De l’addition des quantite´s complexes
Il faut prendre la notion de quantite´ complexe non pas au sens actuel du
terme, mais plutoˆt comme une manie`re pour de´finir une inconnue, un groupe
d’inconnues ou une quantite´ litte´rale. Comme l’addition est commutative, on ne
rencontre aucune difficulte´ pour l’addition de ces quantite´s. Il suffit de regrouper
les termes de´signant une meˆme inconnue. Par exemple :
2a + 4b + 3c + 3b + 4a + 12c = 2a + 4a + 4b + 3b + 3c + 12c = 6a + 7b + 15c
3.2.2 Chapitre 2 : De la soustraction des quantite´s com-
plexes
Pour soustraire deux quantite´s complexes, vu que la soustraction n’est pas
commutative, il faudra mettre des parenthe`ses. Ensuite, on change tous les signes
des termes dans la parenthe`se pre´ce´de´e du signe − et on additionne simplement
comme dans le chapitre pre´ce´dent.
(2a + 3b− 7c)− (−a + 2b + 5c) = 2a + 3b− 7c + a− 2b− 5c = 3a + b− 12c
3.2.3 Chapitre 3 : De la multiplication des quantite´s com-
plexes
Pour multiplier deux quantite´s complexes, on utilise les meˆmes symboles
que pour les nombres, c’est-a`-dire × ou · . Lorsqu’on multiplie une somme
d’inconnues par un scalaire, on distribue le facteur sur chacun des termes. Par
exemple :
2(a + b− c) = 2a + 2b− 2c
On va faire de meˆme lorsqu’on multipliera deux quantite´s complexes, c’est-a`-
dire qu’on distribuera tous les termes de la premie`re quantite´ sur ceux de la
deuxie`me.
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On apprend alors les identite´s remarquables suivantes.
(a + b)2 = aa + 2ab + bb
(a− b)2 = aa− 2ab + bb
(a + b)(a− b) = aa− bb
Par la troisie`me identite´, on peut de´duire que la diffe´rence entre deux carre´s
ne peut jamais eˆtre un nombre premier. On voit par le calcul que le × ou · est
commutatif. Soit le produit suivant, ou` on a nume´rote´ les facteurs. On va les
multiplier de deux manie`res et on verra qu’on arrive au meˆme re´sultat.
On commence par multiplier les quantite´s I et II ensemble puis III et IV. Et
pour finir, on prendra le produit des deux re´sultats.
On multiplie maintenant le produit de I et III et celui de II et IV. On arrive
alors au meˆme re´sultat.
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3.2.4 Chapitre 4 : De la division des quantite´s complexes
On peut utiliser deux symboles pour la division de quantite´s complexes.
Soit la barre de fraction, soit le meˆme symbole que la division de nombres, : .
Lorsqu’on divise deux quantite´s complexes, on peut additionner ou soustraire
chacun des termes du nume´rateur et mettre chacun d’eux sur le de´nominateur
se´pare´ment. Par exemple,
(a + b− c) : (d− e + f) = a + b− c
d− e + f =
a
d− e + f +
b
d− e + f −
c
d− e + f
Nouvelle technique introduite dans ce chapitre, la division euclidienne dont nous
donnons quelques exemples ci-dessous. On place le diviseur et le dividende l’un
a` coˆte´ de l’autre et on les se´pare par ). A droite, apre`s (, on e´crira le quotient.
3.2.5 Chapitre 5 : De la re´solution des fractions en suites
infinies
On va conside´rer la fraction
1
1− a =
1− a + a
1− a = 1 +
a
1− a = 1 +
a− a2 + a2
1− a = 1 + a +
a2
1− a = . . .
= 1 + a + a2 + a3 + a4 + . . .
qui se transforme comme on peut le voir en somme infinie.
– Pour a = 1, on trouve que la somme est infinie.
















On est en droit de se demander pourquoi pour a = 2, la somme est e´gale a` −1,
alors qu’on prend une somme infinie de termes qui deviennent de plus en plus
grand. La re´ponse est simple, le dernier terme sera encore plus grand et ne´gatif.
k∑
n=0
2n − 2k+1 = −1































posse`de une valeur finie. On peut faire de meˆme pour n’importe quelle valeur
fractionnaire.
Si on applique le meˆme raisonnement sur la fraction
1
1 + a
= 1− a + aa− a3 + a4 + · · ·+ (−1)n+an + (−1)n+1 a
n+1
1 + a





























Par contre, si on pose a = 1, on obtient la somme
1− 1 + 1− 1 + 1− 1 + 1− · · ·+ 1− 1 + . . .
Or cette se´rie ne converge pas, donc on ne connaˆıt pas cette limite. Pourtant,
Euler suppose que comme cette se´rie alterne entre 0 et 1 de manie`re e´quilibre´e,
la limite doit eˆtre 12 . Nous soulignons le fait qu’a` cette e´poque la notion de
convergence n’existait pas encore.


















+ . . .
Euler s’en sert alors pour de´velopper la fraction
1
1− a + aa = 1 + a− a
3 − a4 + a6 + a7 − a9 − a10 + . . .
et en posant a = 1, il conclut que
1 + 1− 1− 1 + 1 + 1− 1− 1 + · · · = 1
Il utilise le re´sultat vu plus haut. La somme alterne´e des 1 et −1 valait 12 .
Ici, comme chaque terme est double´, il est naturel que la valeur totale le soit
e´galement. Encore une fois, c’est un proble`me de convergence de se´rie, une notion
encore inconnue a` l’e´poque.
3.2.6 Chapitre 6 : Des carre´s des quantite´s complexes
Le carre´ d’une quantite´ complexe consiste a` la multiplier par elle-meˆme. On
arrive d’ailleurs a` retrouver les identite´s remarquables.
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On retrouve donc (a + b)2 = aa + 2ab + bb et de la meˆme manie`re (a − b)2 =
aa−2ab+bb. On peut alors remplacer a et b par n’importe quelle valeur, qu’elle
soit fractionnaire ou entie`re.
On peut aussi calculer le carre´ de (a + b + c)2 :
On en de´duit alors le carre´ de (a− b− c)2 = aa− 2ab− 2ac + bb− 2bc + cc.
3.2.7 Chapitre 7 : De l’extraction des racine´es applique´e
aux quantite´s complexes
On extrait le carre´ d’une quantite´ complexe d’une manie`re assez spe´ciale.
Prenons en exemple un carre´ bien connu, aa + 2ab + bb, pour l’illustrer. On
identifie d’abord le premier terme aa. On aura donc comme premier terme de la
racine a. On peut maintenant soustraire le premier terme aa. Ensuite, on cherche
le deuxie`me terme b. On remarque qu’a` cause de cela, on va devoir soustraire de
notre carre´, le produit b(2a + b) comme vu au chapitre pre´ce´dent. Donc notre
reste sera de aa+ 2ab+ bb− aa− b(2a+ b) = aa+ 2ab+ bb− aa− 2ab− bb = 0,
donc (a + b) est bien la racine carre´e de aa + 2ab + bb. On fait de meˆme pour
aa− 6ab + 9bb comme on verra ci-dessous.
Sur les me´thodes, on voit qu’a` coˆte´ de la quantite´ complexe de laquelle on veut
extraire la racine, il y a une parenthe`se et apre`s suit la racine. La colonne tout a`
gauche sert a` repre´senter la quantite´ par laquelle il faut multiplier le deuxie`me
terme pour savoir quelle quantite´ soustraire.
Pour les quantite´s ayant trois termes, on proce`de a` peu pre`s de la meˆme
manie`re.
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Cette me´thode d’extraction est tre`s utile notamment pour calculer les racines
carre´es de nombres. Voyons divers exemples.
Si toutefois on trouve un reste non nul, cela veut dire que la quantite´ n’est pas
carre´e et qu’il faudra lui attribuer le symbole√ ou la puissance 12 .
3.2.8 Chapitre 8 : Du calcul des quantite´s irrationnelles
Pour additionner et soustraire des formules irrationnelles, on proce`de de la
meˆme manie`re qu’on a vu auparavant. On regroupe les racines identiques. Pour
ce qui est de la multiplication, on distribue les termes comme vu plus haut et




















L’e´le´vation au carre´ ne posera aucun proble`me vu qu’il s’agit de multiplier
une quantite´ par elle-meˆme. Par contre, pour la division, on utilise la barre de
fraction. Cependant, on voudra toujours que le de´nominateur soit entier, pour
respecter un certain formalisme. Pour ce faire, il nous faudra apprendre une
certaine me´thode. Supposons le de´nominateur e´gal a` a +
√
b que nous voulons
rendre entier sans pour autant changer la valeur de la fraction. On observe qu’en
multipliant cette quantite´ par a−√b, on arrive a` e´liminer les termes radicaux,
arrivant au but que l’on s’e´tait fixe´. On va donc proce´der ainsi : supposons que
l’on veuille diviser la quantite´ c +
√
























































−2 + 2√3−√2 +√6
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3.2.9 Chapitre 9 : Des cubes et de l’extraction des racines
cubiques
On remarque que le cube d’une quantite´ est
(a + b)3 = a3 + 3aab + 3abb + b3
alors pour extraire sa racine, on va proce´der de manie`re tre`s similaire a` l’extrac-
tion de carre´.
De meˆme, on pourra se servir de cette me´thode pour extraire des cubes de
nombres.
3.2.10 Chapitre 10 : Des puissances plus hautes des quan-
tite´s complexes
Apre`s les carre´s et les cubes, viennent des puissances encore plus e´leve´es.
Pour les calculer, on va se baser sur la puissance infe´rieure et la multiplier
encore une fois par elle-meˆme.
(a + b)n = (a + b)n−1 · (a + b)
Regardons comment on calcule les puissances de (a + b).
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On voit que si on connaˆıt (a + b)n, il est aise´ de calculer (a − b)n. En effet, il
suffit alors de remplacer le signe + par − devant toutes les puissances impaires
de b.
(a + b)4 = a4 + 4a3b + 6aabb + 4ab3 + b4
(a− b)4 = a4 − 4a3b + 6aabb− 4ab3 + b4
On cherche une manie`re pour obtenir (a + b)n sans avoir a` calculer chacune
des puissances interme´diaires. On remarque que le degre´ de chaque terme de
la somme est le meˆme. Alors que les puissances de a de´croissent, celles de b
augmentent, de manie`re a` pre´server cette e´quilibre. La difficulte´ sera donc de
trouver les coefficients constants de chaque terme. On remarque que les coeffi-
cients de chaque puissance correspondent aux nombres du triangle de Pascal.
Il suffit donc de le de´velopper jusqu’a` la ligne correspondant a` la puissance
cherche´e.
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En remarquant que cette suite est forme´e de n fractions et que la nie`me puissance
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Ainsi, on peut calculer par exemple :




































= a5 + 5a4b + 10a3bb + 10aab3 + 5ab4 + b5
On verra dans le chapitre suivant pourquoi on peut utiliser cette re`gle.
3.2.11 Chapitre 11 : De la permutation des lettres, sur
laquelle se fonde la de´monstration de la re`gle
pre´ce´dente
Lorsqu’on effectue une multiplication de quantite´s complexes, on se rend
compte que c’est la commutativite´ du · qui fait que le terme devant les puissances
de a et de b ne soit pas 1. En effet, par exemple, lorsqu’on prend (a+b) au carre´,
on voit que le terme double´ est ab et qu’il est le seul qui est re´pe´te´. En effet,
(a + b)2 = aa + ab + ba + bb = aa + 2ab + bb. Cela vient donc du fait qu’on
peut e´crire ab de deux manie`res : ab ou ba. On fait de meˆme pour aab qui peut
s’e´crire aab, aba ou baa, ce qui explique que le coefficient correspondant a` ce
terme dans la formule du cube de (a + b) est 3. Donc pour un terme avec n
lettres, on a ce qu’on appelle aujourd’hui n! permutations.
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Si une lettre se trouve p fois dans un terme, on devra diviser le coefficient de ce
terme par p! car le fait de permuter cette lettre avec elle-meˆme ne change rien.
On arrive donc a` calculer le coefficient de n’importe quelle suite de lettres. Par
exemple, le coefficient de aaabbc sera 6!3!2! ou en terme de l’e´poque
6·5·4·3·2·1
3·2·1·2·1 =
5 · 4 · 3 = 60. Avec cette me´thode en poche, cela devient un jeu d’enfant de
calculer le cube de a + b + c.
(a + b + c)3 = a3 + aab + 3aac + 3abb + 6abc + 3acc + b3 + 3bbc + 3bcc + c3
Il est par contre e´tonnant qu’on ne trouve aucune mention du nom de Newton,
auquel cette me´thode est souvent associe´e.
3.2.12 Chapitre 12 : Du de´veloppement des suites irra-
tionnelles par des suites infinies
Dans ce chapitre, on essaie de trouver un moyen d’e´crire le de´veloppement
de la pie`me puissance de (a + b). Pour cela, la me´thode est simple. On e´crit le
de´veloppement de (a + b)n et ensuite, on remplace les n par 1p . Comme on ne
connaˆıt pas la valeur de n, cela donne lieu a` une suite infinie dont les coefficients
seront
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p + . . .
Supposons qu’on veuille prendre la racine carre´e de (a + b), c’est-a`-dire que
p = 2. Supposons de plus que a soit un carre´, c’est-a`-dire a = cc. On a alors le
de´veloppement suivant,
√


















+ . . .
ce qui veut dire qu’on peut exprimer une quantite´ irrationnelle comme une
somme infinie de fractions. Cela peut s’appliquer a` n’importe quel nombre.
En effet, si celui-ci est carre´, on peut l’e´crire directement en fraction. S’il est
irrationnel, il suffira de de´velopper sa somme infinie comme ci-dessus. Ainsi,√
6 =
√
4 + 2 alors
√










+ . . .
Si on prend la somme des deux premiers coefficients, on obtient 52 dont le carre´





4 − 14 et
observer que la somme des deux premiers coefficients de la suite ainsi de´veloppe´e
est de plus en plus proche de la valeur cherche´e.
Racine conside´re´e De´veloppement Somme Carre´ Erreur
√








4 − 14 52 + 120 4920 2401400 1400√
2401
400 − 1400 4920 − 11960 48011960 230496013841600 13841600
On proce`de ensuite de la meˆme manie`re pour de´velopper une somme infinie de
fractions e´gale a` une racine cubique, notamment en remplac¸ant n = 13 ou p = 3.
Ensuite, pour l’appliquer sur des nombres, il faudra que a = c3.
3.2.13 Chapitre 13 : Du de´veloppement des puissances
ne´gatives
On va proce´der comme dans le chapitre pre´ce´dent pour trouver comment
de´velopper des puissances ne´gatives, c’est-a`-dire de´velopper la formule de (a+b)n
et remplacer ensuite n. On remarque que pour n = −1,
n
1
= −1, n− 1
2
= −1, n− 2
3
= −1, . . .
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n = −2 −2 − 32 − 43 − 54
n = −3 −3 −2 − 53 − 64
Et donc on trouve les de´veloppements suivants :
1
(a + b)2














+ . . .
1
(a + b)3














+ . . .



























+ . . .
Nous conclurons enfin par dire que lorsque n est un nombre fractionnaire ne´gatif,
le meˆme raisonnement s’applique parfaitement et on obtiendra un de´veloppement
fractionnaire infini. De plus, si on multiplie le de´veloppement de 1a+b par (a+b),
on trouve bien 1. Il en est de meˆme lorsqu’on multiplie le de´veloppement de
1
(a+b)3 par (a+ b) on retombe sur celui de
1
(a+b)2 et que si on re´ite`re, on tombe
sur celui de 1a+b .
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3.3 Section 3 : Des rapports et des proportions
3.3.1 Chapitre 1 : Du rapport arithme´tique, ou de la
diffe´rence entre deux nombres
Lorsqu’on veut comparer deux quantite´s, il faut d’abord bien ve´rifier qu’elles
sont de la meˆme espe`ce. Il serait vraiment stupide de comparer, par exemple,
une quantite´ en me`tre avec une autre en kilogramme. Deux grandeurs sont
soit e´gales, soit elles ne le sont pas. Dans le deuxie`me cas, on peut observer
si la premie`re quantite´ est plus grande ou plus petite que la deuxie`me. On
peut ensuite distinguer deux manie`res de comparer ces quantite´s. La premie`re
consiste a` observer le rapport arithme´tique, c’est-a`-dire de combien l’une des deux
quantite´s est plus grande que l’autre, que l’on nomme aujourd’hui la diffe´rence.
L’autre, le rapport ge´ome´trique, repre´sente combien de fois une quantite´ est plus
grande que l’autre, appele´ de nos jours tout beˆtement le rapport.
Dans ce chapitre, on s’inte´resse au premier rapport, le rapport arithme´tique.
Il y a trois choses a` distinguer.
1. a la plus grande quantite´, ou le plus grand
2. b la plus petite quantite´, ou le plus petit
3. d la diffe´rence entre les deux, c’est-a`-dire a− b = d
Ces trois quantite´s sont lie´es, et a` partir de deux connues, on arrive a` de´terminer
la quantite´ manquante. On voit que la diffe´rence reste conserve´e quelle que soit
la quantite´ c qu’on rajoute et a` a et a` b. Multiplier a et b par n, revient a`
multiplier leur diffe´rence par n.
(a + c)− (b + c) = d
(a− c)− (b− c) = d
na− nb = nd
3.3.2 Chapitre 2 : Des proportions arithme´tiques
Lorsque deux couples de nombres posse`dent le meˆme rapport arithme´tique,
a− b = d
p− q = d
on dit qu’ils forment une proportion arithme´tique et on e´crit a− b = p− q. Ces
quatres nombres sont lie´s, c’est-a`-dire que si on en connaˆıt trois, on arrive a`
de´terminer le quatrie`me. De plus, on a les proprie´te´s suivantes :
1. a− p = b− q
2. b− a = q − p
3. a + q = b + p
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Lorsque le deuxie`me terme b est e´gal au troisie`me p, on dit que ces nombres
forment une proportion arithme´tique continue, et on note ÷a, b, q. On appelle
cette suite une progression arithme´tique continue et on peut d’ailleurs trou-
ver les termes suivants. On caracte´rise une progression comme croissante ou
de´croissante lorsque les termes deviennent de plus en plus grands ou plus en plus
petits respectivement. Par exemple, on conside`re la progression arithme´tique
croissante 1, 4, 7, 10. On devine facilement la suite des termes.
1, 4, 7, 10, 13, 16, 19, 22, . . .
3.3.3 Chapitre 3 : Des progressions arithme´tiques
Comme vu au chapitre pre´ce´dent, on de´finit une progression arithme´tique
comme une suite de nombres, compose´e d’autant de termes qu’on veut, lesquels
croissent ou de´croissent toujours d’une meˆme quantite´. La progression la plus
simple que l’on connaˆıt est N, l’ensemble des entiers naturels.
1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, . . .
On remarque que la diffe´rence entre deux termes conse´cutifs est toujours d = 1.
Construisons en une autre, avec comme chiffre de de´part 2 et comme diffe´rence
d = 3. On note au dessus les indices pour indiquer quel terme posse`de quelle
valeur.
Indice 1 2 3 4 5 6 7 . . .
Progression 2 5 8 11 14 17 20 . . .
Les principales caracte´ristiques d’une progression arithme´tique sont :
1. Le premier terme a
2. La diffe´rence d
3. Le nombre de termes m
4. Le dernier terme z
On a par exemple, avec les conditions ci-dessus, la progression suivante.
Indice 1 2 3 4 5 . . . m
Progression a a + d a + 2d a + 3d a + 4d . . . a + (m− 1)d = z
Les quatres caracte´risques sont lie´es entre elles. En effet, il suffit seulement d’en
connaˆıtre trois d’entre elles pour de´terminer la dernie`re.
1. Si les quantite´s connues sont le premier terme a, le nombre de termes m
et le dernier terme z, on pourra de´terminer la diffe´rence d comme suit :
z = a + (m− 1)d =⇒ d = z − a
m− 1
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2. Si les quantite´s connues sont le premier terme a, la diffe´rence d et le dernier
terme z, on pourra trouver le nombre de termes m :
z = a + (m− 1)d =⇒ m = z − a
d
+ 1
qui doit eˆtre entier sinon le re´sultat est absurde.
3. Les cas ou` l’inconnue est z ou a sont triviaux car on a :
z = a + (m− 1)d et a = z − (m− 1)d
3.3.4 Chapitre 4 : De la sommation des progressions
arithme´tiques
On s’inte´resse maintenant a` prendre la somme de tous les termes d’une
progression arithme´tique.
Indice 1 2 3 4 5 . . . m
Progression a a + d a + 2d a + 3d a + 4d . . . a + (m− 1)d = z
On se rend compte que si on prend la somme des termes extreˆmes, le premier et
le mie`me, on obtient a+z. Si on fait de meˆme avec le deuxie`me et l’avant-dernier,
le troisie`me et l’ante´pe´nultie`me, et ainsi de suite, on obtiendra toujours a+z. On
en arrive donc a` la me´thode suivante pour trouver la somme des termes d’une
progression arithme´tique : on retourne la suite, on additionne le re´sultat avec
elle-meˆme et pour finir il faut diviser par 2 car on a pris deux fois la somme.
Terme 1 2 3 . . .
a a + d a + 2d . . .
+ a + (m− 1)d a + (m− 2)d a + (m− 3)d . . .
= a + a + (m− 1)d a + a + (m− 1)d a + a + (m− 1)d . . .
= a + z a + z a + z . . .
Terme . . . m− 2 m− 1 m
. . . a + (m− 3)d a + (m− 2)d a + (m− 1)d
+ . . . a + 2d a + d a
= . . . a + a + (m− 1)d a + a + (m− 1)d a + a + (m− 1)d
= . . . a + z a + z a + z
Donc la somme cherche´e est m(a+z)2 =
m(2a+(m−1)d
2 = ma +
m(m−1)d
2 . Voici
une table de valeurs pour a = 1 et diffe´rents d.
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3.3.5 Chapitre 5 : Des nombres figure´s ou polygones
Dans ce chapitre, nous allons voir ce qu’est un nombre polygone et comment
on le construit. Voyons tout de suite un premier exemple. Soit la progression
arithme´tique de diffe´rence d = 1, la suite des entiers naturels, commenc¸ant par
1.
1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, . . .
On de´finit les nombres triangulaires comme e´tant la suite dont le nie`me terme est
la somme des n termes de la progression arithme´tique pre´ce´dente. On peut donc
facilement calculer les termes de la suite graˆce a` ce que l’on a vu au chapitre
pre´ce´dent.
Indice ou longueur du coˆte´ 1 2 3 4 5 . . . n
Suite de nombres triangulaires 1 3 6 10 21 . . . nn+n2
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On voit que la valeur du nie`me nombre triangulaire est nn+n2 , mais il serait mieux
de l’e´crire comme n(n+1)2 . En effet, dans la deuxie`me manie`re de l’exprimer, on
voit tout de suite que c’est un nombre entier car soit n, soit n + 1 est pair.
On prend maintenant la progression arithme´tique commenc¸ant a` 1 et de
diffe´rence d = 2. On obtient la suite
1, 3, 5, 7, 9, 11, 13, 15, 17, 19, . . .
que nous allons sommer comme avant pour obtenir les nombres quadrangulaires
ou carre´s.
Indice ou longueur du coˆte´ 1 2 3 4 5 . . . n
Suite de nombres carre´s 1 4 9 16 25 . . . nn
Voyons maintenant le cas des nombres pentagones. Pour cela, nous prendrons
la progression arithme´tique commenc¸ant a` 1 et de diffe´rence d = 3.
Indice 1 2 3 4 5 . . . n
Progression arithme´tique 1 4 7 10 13 . . . 1 + 3(n− 1)
Suite de nombres triangulaires 1 5 12 22 35 . . . 3nn−n2
On peut faire de meˆme pour n’importe quel m-gone. Voici d’ailleurs une
table qui donne les moyens de calculer les termes de chaque suite de nombres
polygones.
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3.3.6 Chapitre 6 : Du rapport ge´ome´trique
On rappelle ici que le rapport ge´ome´trique est la re´ponse a` la question : De
combien de fois l’un est plus grand que l’autre, lorsque l’on compare deux quan-
tite´s de meˆme espe`ce. On va introduire maintenant trois nouvelles de´finitions
pour mieux comprendre le rapport ge´ome´trique.
1. L’ante´ce´dent, le premier des deux nombres conside´re´s.
2. Le conse´quent, le deuxie`me nombre.
3. La raison est le quotient de l’ante´ce´dent par le conse´quent.
Par exemple, si l’ante´ce´dent est 18 et le conse´quent 12, la raison sera 1812 =
1 12 , c’est-a`-dire que 18 contient une fois et demi le nombre 12. On note a : b
pour caracte´riser le rapport ge´ome´trique de a et b, qu’on nomme e´galement
la raison de b a` a. Si on utilise le meˆme signe : que la division, la cause est
facile a` comprendre. Pour trouver ce rapport, on doit diviser l’ante´ce´dent par le
conse´quent.
Ces trois quantite´s, l’ante´ce´dent, le conse´quent et la raison, sont lie´es. En
effet, si on connaˆıt la valeur de deux de ces inconnues, on peut facilement trou-
ver celle qui manque. De plus, remarquons que la raison reste constante si on
multiplie ou divise l’ante´ce´dent et le conse´quent par le meˆme nombre.




















= a : b
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Lorsque deux paires de quantite´s posse`dent la meˆme raison, c’est-a`-dire pour a,
b, p et q on a
a : b = p : q
on dit que a est a` b comme p est a` q et on le note
a : b :: p : q
On essaiera, dans la mesure du possible, de rendre la raison de b a` a sous sa
forme irre´ductible, comme nous avons vu dans un chapitre pre´ce´dent. Pour cela,
nous allons nous en donner les moyens dans le chapitre suivant.
3.3.7 Chapitre 7 : Du plus grand commun diviseur de deux
nombres donne´s
On connaˆıt de´ja` une me´thode pour trouver le plus grand commun diviseur
entre deux nombres. En effet, il suffit de les de´composer en facteurs premiers
et de prendre le produit des quantite´s pre´sentes chez les deux nombres. Par
exemple, on peut chercher le plus grand commun diviseur entre 234 et 486,
qu’on notera pgcd(234,429).
234 = 2 · 3 · 3 · 13
486 = 2 · 3 · 3 · 3 · 3 · 3
Et donc le pgcd(234,429)= 2 · 3 = 6.
On se rend vite compte que cette me´thode est assez difficile. En effet, on
doit chercher a` taˆtons quels diviseurs pourraient composer notre nombre. On
va donc donner une me´thode que l’on pourra appliquer me´caniquement pour
n’importe quels nombres. Elle consiste en ceci.
1. Diviser le plus grand nombre a par le plus petit b. On trouve un certain
reste que l’on nommera r1.
2. On divise le plus petit nombre b par r1 et on trouve un deuxie`me reste r2.
3. On divise r1 par r2 pour obtenir un reste r3.
4. On continue ainsi jusqu’a` obtenir un reste qui sera e´gal a` 0. Le dernier
diviseur sera notre pgcd(a,b).
On en donne la de´monstration. Soit d le pgcd(a,b). On sait que d divise a et b
et, par conse´quent, il divise aussi a− b , a− 2b , . . . , a− nb. La re´ciproque est
vraie aussi. Si d divise b et a− b , a− 2b , . . . , a−nb, alors d divise a. De plus,
si d est le plus grand diviseur de ces termes, d sera aussi le plus grand diviseur
de a et b. On sait enfin que si le quotient de a sur b est n, alors a−nb < b. Ceci
e´tant pose´, on peut revenir a` ce qui nous inte´resse. Soit le dernier diviseur p.
Comme le reste de la dernie`re division est 0, on a que p divise ce reste qui peut
eˆtre e´crit comme mp. Par ce qu’on a vu plus haut, on peut de´duire que p est le
notre pgcd(a,b).
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Voyons quelques exemples d’applications.
3.3.8 Chapitre 8 : Des proportions ge´ome´triques
On rappelle que lorsque deux rapports ge´ome´triques sont e´gaux, on dit que
c’est une proportion ge´ome´trique et on le note, si a, b, c et d sont les nombres
en questions, a : b :: c : d, ce qui veut dire que ab =
c
d ⇔ ad = bc. On a donc les
proprie´te´s suivantes :
1. b : a = d : c
2. a : c = b : d
3. d : b = c : a
4. (a + b) : a = (c + d) : c
5. (a− b) : a = (c− d) : c
6. (ma + nb) : (pa + qb) = (mc + nd) : (pc + qd)
Ces quatres quantite´s sont lie´es, et on appelle la me´thode consistant a` retrouver
une inconnue lorsqu’on connaˆıt les trois autres, la re`gle de trois. Graˆce a` elle, on
peut encore de´terminer trois proprie´te´s, pour a, b, c, d, e, f , g et h des nombres
quelconques :
1. Si a : b :: c : d et a : f :: c : g alors b : d :: f : g.
2. Si a : b :: c : d et f : b :: c : g alors a : f :: g : d.
3. Si a : b :: c : d et e : f :: g : h alors ae : bf :: cg : dh.
3.3.9 Chapitre 9 : Des remarques sur les propositions et
de sur leur usage
Les proprie´te´s vues au chapitre pre´ce´dent e´taient tre`s fre´quemment utilise´es,
et le sont d’ailleurs toujours aujourd’hui. En effet, il y a toujours des questions
de rapport entre quantite´ et prix qui demandent de maˆıtriser les proportions et
la re`gle de trois. A l’e´poque, il y avait beaucoup de proble`mes de change car on
utilisait une monnaie diffe´rente dans presque chaque ville. C’est ce que propose
ce chapitre, quelques proble`mes de conversion d’une monnaie a` l’autre. Il est
dommage qu’on n’y trouve aucune autre application alors qu’il est dit que ces
proportions sont pre´sentes dans beaucoup de domaines de la vie courante. Cela
doit eˆtre duˆ au fait que les proble`mes de changes pre´sentent le mieux et le plus
clairement comment utiliser les proprie´te´s vues au chapitre pre´ce´dent.
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3.3.10 Chapitre 10 : Des rapports compose´s
On de´finit les rapports compose´s comme le produit de plusieurs rapports
ge´ome´triques ou plusieurs raisons. Par exemple, le rapport compose´ de a : b,
c : d et e : f est ace : bdf . Comme la raison peut s’e´crire par plusieurs fractions
de meˆme valeur et qu’on cherche la forme irre´ductible, on peut utiliser une
technique de simplification directement entre les nombres a, b, c, d, e et f avant
de beˆtement tout multiplier. Elle consiste a` mettre tous les ante´ce´dents d’un coˆte´
et les conse´quents de l’autre. Ensuite, on simplifie par des facteurs se trouvant
des deux coˆte´s. Par exemple,
On l’utilise pour comparer des surfaces ou des espaces, pour savoir de combien
de fois l’un est plus grand que l’autre.
1. On a deux champs. Le premier mesure 500 pieds de long pour 60 de large.
Le second, 360 pieds de long pour 100 de large. On a que le rapport des









2. On compare deux chambres. Les dimensions de la premie`re sont 36 pieds
de long, 16 de large et 14 de haut. Celles de la deuxie`me 42 pieds de long,
24 de large et 10 de haut. On a que les rapports sont 36 : 42 pour les
longueurs, 16 : 24 pour les largeurs et 14 : 10 pour les hauteurs. On trouve










On a donc que la premie`re chambre est a` la deuxie`me ce que 4 est a` 5.
Soit a : b une raison. On appelle aa : bb la raison double´e, a3 : b3 la raison
triple´e ou cubique et ainsi de suite. On enseignait a` l’e´poque notamment que
deux espaces circulaires sont en raison double´e de leur diame`tre ce qui veut dire
que le rapport de leur aire est e´quivalent a` celui du carre´ de leur diame`tre.
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On peut d’ailleurs utiliser les rapports compose´s et leurs proprie´te´s pour
re´soudre certains proble`mes de physique, dont celui-ci : On a remarque´ dans la
chute libre des corps, qu’un corps tombe de 15 pieds dans une seconde, que dans
deux secondes de temps il tombe de la hauteur de 60 pieds, et que dans trois
secondes il tombe de 135 pieds ; on en a conclu que les hauteurs sont entr’elles
comme les quarre´s des des temps, et que re´ciproquement les temps sont en raison
sous-double´e des temps, ou comme les racines quarre´es des temps.
Si par exemple on cherchait le temps t que mettrait une pierre pour tomber
d’une hauteur de 2160 pieds, on aura que 15 : 2160 :: 1 : t2. Ainsi t2 = 2160 :
15 = 144, ce qui implique que le temps cherche´ est de t = 12 secondes.
3.3.11 Chapitre 11 : Des progressions ge´ome´triques
On appelle progression ge´ome´trique toute suite de nombres dont le rapport
de deux nombres conse´cutifs est le meˆme tout au long de la suite. On appel-
lera d’ailleurs ce rapport l’exposant. Par exemple, la progression ge´ome´trique
d’exposant 2 est celle-ci :
Indice 1 2 3 4 5 . . . n
Suite 1 2 4 8 16 . . . 2(n−1)
Dans l’exemple ge´ne´ral, on prendra le premier terme de la suite a, l’exposant b.
La suite sera :
Indice 1 2 3 4 5 . . . n
Suite a ab abb ab3 ab4 . . . ab(n−1)
Comme pour les progressions arithme´tiques, les principaux acteurs de nos pro-
gressions ge´ome´triques sont le premier terme a, l’exposant b, le nombre de termes
n et le dernier terme ab(n−1). On s’inte´resse maintenant a` calculer la somme de
cette progression. Ce qu’il faut faire est de poser la somme des termes S. En-
suite, on la multiplie par l’exposant b. Si on enle`ve S a` bS, il ne nous reste
que le premier terme de S et le dernier de bS. La somme des deux est e´gale a`
bS − S = (b − 1)S. Il ne reste qu’a` diviser par (b − 1) et on obtient S. Remar-
quons que prendre b = 1 est idiot car dans ce cas, la suite reste constante et
nous n’avons aucun inte´reˆt a` le faire.
Indice 1 2 3 4 5 . . . n
Suite a ab abb ab3 ab4 . . . ab(n−1)
b·Suite ab abb ab3 ab4 ab5 . . . abn
S = a + ab + abb + ab3 + ab4 + · · ·+ ab(n−1)
bS = ab + abb + ab3 + ab4 + ab5 + · · ·+ abn





Par exemple, on cherche la somme de la progression ge´ome´trique d’exposant
2 suivante.
1, 2, 4, 8, 16, 32, 64, 128, 256, 512
S = 1 + 2 + 4 + · · ·+ 256 + 512
2S = 2 + 4 + 8 + · · ·+ 512 + 1024
S = 2S − S = 1024− 1 = 1023
Graˆce a` cet exemple, on apprend que 1 + 21 + 22 + 23 + · · ·+ 2(n−1) = 2n − 1.
On peut appliquer cette formule pour des valeurs fractionnaires de b = bc < 1.
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Par ce re´sultat, on de´montre que
1. 0, 333333 · · · = 310 + 3100 + 31000 + · · · = 3910 − 3 =
10
3 − 3 = 13 .
2. 9, 999999 · · · = 9 + 910 + 9100 + 91000 + · · · = 9910 = 10









+ · · · = a
1 + bc
3.3.12 Chapitre 12 : Des fractions de´cimales infinies
Lors de certains calculs, comme par exemple dans les proble`mes avec les
logarithmes, il est plus facile d’utiliser des fractions de´cimales. On va voir dans
ce chapitre comment faire pour passer de fractions aux fractions de´cimales et
vice versa. Soit donc ab dont on veut calculer la fraction de´cimale. On e´crit
alors a, 0000000000 et ensuite on effectue la division par b tout simplement. Par
exemple,
On voit que 23 = 0, 666666 · · · = 2 · 0, 333333 = 2 · 13 donc cette me´thode semble
bien correcte. Jusqu’a` pre´sent les re´sultats e´taient assez faciles a` exprimer. Par
contre, si on calcule 17 les choses se compliquent un peu. On trouve ce qu’on
appelle aujourd’hui une pe´riode. En effet, 17 = 0, 142857142857 . . . . Pour se
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convaincre que cette fraction est bien la valeur que l’on cherche, on peut l’e´crire
en somme infinie de fraction et par le chapitre pre´ce´dent trouver sa valeur en
















On aurait e´galement pu le montrer d’une tout autre manie`re. En posant s =
0, 142857142857 . . . et en remarquant que 1000000s − s est un nombre entier,
on aura que ce nombre divise´ par 1000000 − 1 = 999999 sera la valeur notre
fraction.
s =0, 142857 . . .








Donc, dans le calcul de la fraction de´cimale ab , on s’arreˆte de`s qu’on voit une
re´pe´tition d’une suite de nombres.
Pour repasser dans l’autre sens, la me´thode la plus facile est de multiplier
la fraction de´cimale par 10p, ou` p est la longueur de la pe´riode de la frac-
tion de´cimale. Ensuite, en soustrayant le re´sultat par la fraction, on obtient un
nombre entier. Il suffit alors de diviser le tout par 10p − 1.
s = 0, 345345345 . . .








3.3.13 Chapitre 13 : Des calculs d’inte´reˆts
On va maintenant utiliser ce qu’on a appris dans ce chapitre pour calculer
des inte´reˆts. Lorsqu’on place une somme d’argent en banque, chaque anne´e, on
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touche un pourcentage par rapport a` l’argent qu’on posse`de sur le compte. La
difficulte´ dans ce genre de proble`mes est que de par cela, si on ne touche pas
a` cet argent, chaque anne´e il rapporte de plus en plus. Le tout sera de calcu-
ler comment on peut calculer le montant du compte apre`s un certain nombre
d’anne´es.
Par exemple, une banque propose un inte´reˆt de 5%, c’est-a`-dire que pour
100 e´cus, elle offre 5 e´cus a` la fin de l’anne´e. Combien aura-t-on d’e´cus apre`s
deux ans si on de´cidait d’y de´poser 860 e´cus ? On sait que 100 : 5 = 860 : x, ou`
x est le nombre d’e´cus gagne´s la premie`re anne´e. Donc l’inte´reˆt touche´ serait,
apre`s utilisation de la re`gle de trois, x = 860·5100 = 43 e´cus. On fait de meˆme pour
la deuxie`me anne´e, c’est-a`-dire calculer ce que vont rapporter 860 + x e´cus.
Anne´e De´part Inte´reˆt Total
0 860 0 860
1 860 43 903
2 903 45, 15 948, 15
Le meˆme exemple, mais on commence avec une somme de 1000 e´cus. En dessous
de chaque solde, on trouve l’inte´reˆt gagne´ pour l’anne´e suivante.
Prenons maintenant l’exemple ge´ne´ral. Si on de´pose une somme a sur un compte
avec un inte´reˆt i, apre`s chaque anne´e on obtient :
Anne´e De´part Inte´reˆt Total
0 a 0 a
1 a ia a(1 + i)
2 a(1 + i) ia(1 + i) a(1 + i)2
3 a(1 + i)2 ia(1 + i)2 a(1 + i)3
. . . . . . . . . . . .
n a(1 + i)n−1 ia(1 + i)n−1 a(1 + i)n
On se rend compte que calculer l’inte´reˆt chaque anne´e devient tre`s vite long et
prolixe, c’est alors plus simple de calculer cette formule avec des logarithmes.
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En effet, apre`s n anne´es, le solde du compte sera a(1 + i)n e´cus. Si on calcule
son logaritme, on trouve L.a(1 + i)n = L.a + nL.(1 + i) qui est quand meˆme
plus facile a` trouver.
Par exemple, on cherche le solde d’un compte a` 6% sur lequel on a place´
3452 livres qu’on ne touche plus pendant 64 ans. Ici a = 3452 et i = 350 . On




que l’on calcule comme ceci.
En regardant dans les tables des logarithmes, on trouve que le capital cherche´
est 143763 livres. On remarque que la ne´cessite´ d’une table tre`s pre´cise car, le
nombre d’anne´es pouvant devenir tre`s grand, les derniers chiffres de la fraction
de´cimale auront leur importance.
Compliquons un peu les choses. Supposons, en plus de nos premie`res hy-
pothe`ses, que chaque anne´e, on de´cide de rajouter une somme b. Nous aurons
la table des valeurs suivantes.
Anne´e De´part Inte´reˆt Rajout Total
0 a 0 b a
1 a ia b a(1 + i) + b
2 a(1 + i) + b ia(1 + i) + ib b a(1 + i)2 + b(1 + i) + b
3 a(1 + i)2 ia(1 + i)2 b a(1 + i)3 + b(1 + i)2
+b(1 + i) + b +ib(1 + i) + ib +b(1 + i) + b
. . . . . . . . . . . . . . .
Apre`s n anne´es, le capital sera
a(1 + i)n + b(1 + i)n−1 + · · ·+ b(1 + i) + b
et comme on sait que




on pourra exprimer le capital ainsi :





Par exemple, si on a i = 5% = 120 , on a (1 + i) =
21
20 .
On peut faire de meˆme si on retire une somme b chaque anne´e. Les calculs se
font de la meˆme manie`re en remplac¸ant b par −b. De la meˆme manie`re, on peut
calculer la valeur actuelle d’une rente a devant eˆtre perc¸ue dans n ans. Soit x la
valeur actuelle. Dans n ans, on touchera la somme a = x(1 + i)n, donc la valeur
actuelle de la rente est x = 1(1+i)n a.
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3.4 Section 4 : Des e´quations alge´briques et de
la re´solution de ces e´quations
3.4.1 De la re´solution des e´quations en ge´ne´ral
Rappelons la de´finition qu’Euler donnait de l’alge`bre.
Le but principal de l’alge`bre, ainsi que de toutes les parties des mathe´matiques,
est de de´terminer la valeur de quantite´s, qui auparavant e´taient inconnues. On
l’atteint en pesant avec attention les conditions prescrites, lesquelles
s’expriment toujours par des quantite´s connues. C’est aussi pourquoi on de´finit
l’Alge`bre, la science qui enseigne a` de´terminer des quantite´s inconnues par le
moyen de quantite´s connues.
Ce chapitre va porter essentiellement sur la me´thode de transformer diffe´rents
proble`mes de la vie quotidienne en termes mathe´matiques mettant en jeu des in-
connues qu’on va chercher a` de´terminer en faisant appel a` des quantite´s connues.
Nous allons d’ailleurs utiliser des lettres pour de´signer les diffe´rentes quantite´s ;
celles de la fin de l’alphabet repre´senteront les inconnues alors qu’on prendra
plutoˆt celles du de´but pour de´signer les connues. Le tout sera mis sous forme
d’e´quations, c’est-a`-dire qu’on aura des quantite´s complexes qui seront e´gales a`
d’autres.
Pour re´soudre un proble`me, il sera important de bien le comprendre pour
pouvoir le retranscrire en e´quations. On croit souvent que cette partie est
e´vidente et que ce n’est que lors des calculs des valeurs que cela devient difficile.
Il n’en est rien. Nous verrons, par la suite, des me´thodes qu’on peut appliquer
sans re´fle´chir lorsqu’on obtient telle ou telle sorte d’e´quations. Par contre, la
diversite´ des circonstances et des conditions des proble`mes les rend difficile a`
poser. Aussi, on apprend que si un proble`me fait intervenir plusieurs inconnues,
il en faudra autant d’e´quations.
Lorsque deux quantite´s sont se´pare´es par un =, elles sont e´gales et on peut
leur appliquer les ope´rations qu’on a vues plus haut, telles qu’ajouter ou sous-
traire des meˆmes termes, les multiplier par un meˆme nombre, les e´lever a` la
meˆme puissance, prendre leur racine ou encore leur appliquer le logarithme. Si
x = y, alors :
– x + a = y + a
– ax = ay
– xn = yn
– L.x = L. <
3.4.2 Chapitre 2 : De la re´solution des e´quations du pre-
mier degre´
Dans ce chapitre, on enseigne les me´thodes pour re´soudre les e´quations du
premier degre´, c’est-a`-dire qu’on ne trouve que des puissances de 1 de l’inconnue.
En ge´ne´ral, on indique l’inconnue avec la lettre x.
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Lorsqu’on tombe sur une e´quation du premier degre´, le but est de faire
passer tous les termes contenant l’inconnue d’un coˆte´ de l’e´galite´, et toutes les
constantes de l’autre. Il faut ensuite diviser par le coefficient multipliant x pour
obtenir la solution.
12x + 2 + 5x− 3x− 7 = 14− 8x + 2x + 5− 4
14x− 5 = −6x + 15 |+ 6x + 5
20x = 20 | : 20
x = 1
Lorsqu’on a des fractions dans l’e´quation, on multiplie par ce qu’il faut pour
enlever toutes les fractions. On obtient ainsi une e´quation avec des coefficients
entiers et on proce`de comme pre´ce´demment pour avoir le re´sultat cherche´. Mais
on peut aussi tre`s bien d’abord faire passer les x d’un coˆte´ et les constantes de
l’autre, puis additionner les fractions comme on l’a appris plus toˆt. Mais cette
manie`re de faire est bien plus complique´e.
Me´thode 1 Me´thode 2
x + 12x +
1
3x = 44| · 6 x + 12x + 13x = 44
6x + 3x + 2x = 264 6x+3x+2x6 = 44
11x = 264| : 11 116 x = 44| : 116
x = 24 x = 24
Si, dans une e´quation, on trouve
– x au de´nominateur, il faudra multiplier l’e´quation par x.
– x sous une racine, on isole les termes radicaux et on e´le`ve tout au carre´.
– un nombre a` la puissance x, on l’isole et on applique la fonction logarithme
aux deux coˆte´s de l’e´galite´.
Ensuite, il suffira de suivre la me´thode de´crite plus haut pour trouver la valeur
de x, notre solution.
3.4.3 Chapitre 3 : De la solution de quelques questions
relatives au chapitre pre´ce´dent
Ce chapitre contient vingt-et-un proble`mes du premier degre´. Ces questions
sont tre`s varie´es et on trouve pour chacune d’elle toute la re´solution de´taille´e.
Nous en pre´sentons ici juste une seule et nous invitons le lecteur a` aller feuilleter
le livre d’Euler s’il cherche a` satisfaire sa curiosite´.
Quelqu’un a deux gobelets d’argent avec un seul couvercle pour les deux. Le
premier gobelet pe`se 12 onces, et si on y met le couvercle, il pe`se deux fois
plus que l’autre gobelet. Mais si on couvre l’autre gobelet, celui-ci pe`se trois fois
plus que le premier : il s’agit de trouver le poids du second gobelet et celui du
couvercle.
On voit donc ici un proble`me qui a priori devrait se re´soudre avec deux
inconnues, le poids du second gobelet et celui du couvercle. Voyons comment
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habilement reme´dier a` cela. On suppose donc que le poids du couvercle est x. On
sait que le premier gobelet recouvert pe`se deux fois plus que le second gobelet,
qui sera donc de poids x+122 onces. Ensuite, on a que le poids du second gobelet
recouvert est le triple du premier. L’e´quation cherche´e est alors :
x + 12
2
+ x = 36 | · 2
x + 12 + 2x = 72 | − 12
3x = 60 | : 3
x = 20
Donc le poids du couvercle est de 20 onces et celui du deuxie`me gobelet 20+122 =
16 onces.
3.4.4 Chapitre 4 : De la re´solution de deux ou plusieurs
e´quations du premier degre´
Souvent, on ne peut pas re´soudre un proble`me en n’utilisant qu’une seule
inconnue et on doit donc en introduire plusieurs. On utilisera alors les lettres
de la fin de l’alphabet, par exemple x, y ou z, pour les de´signer. Comme on
veut rester dans les e´quations du premier degre´, il ne faut aucune puissance
plus grande que 1 et aucune multiplication entre inconnues. On obtiendra des
e´quations de la forme ax + by + cz = d.
1. Prenons d’abord le cas a` deux inconnues. La me´thode qui vient naturel-
lement a` l’esprit est de trouver la valeur d’une inconnue en fonction de
l’autre, puis, de substituer cette valeur dans la deuxie`me. Par exemple,
dans le syste`me suivant
ax + by = c
fx + gy = h












= h | · b
bfx + cg − agx = bh | − cg










c(bf − ag)− a(bh− cg)
b(bf − ag) =




b(bf − ag) =
cf − ah
bf − ag
Voyons cela dans un exemple. On cherche a` trouver deux nombres tels
que leur somme soit a et leur diffe´rence b. On a le syste`me d’e´quations
suivant :
x + y = m
x− y = n
On a que a = 1, b = 1, c = m, f = 1, g = −1 et h = n. Reprenant ce
qu’on a vu plus haut, on trouve
x =
bh− cg





bf − ag =
m− n
2
On aurait pu arriver a` cette solution diffe´remment. En effet, si on ajoute
la premie`re e´quation a` la deuxie`me, on arrive a`
2x = m + n⇒ x = m + n
2
alors que si on soustrait la deuxie`me e´quation de la premie`re, on obtient
2y = m− n⇒ y = m− n
2
qui sont exactement les meˆmes solutions que celles trouve´es plus haut.
2. Soit maintenant le cas a` trois inconnues. Il nous faut donc trois e´quations
pour pouvoir re´soudre ce type de proble`mes. On re´soudra les proble`mes
en exprimant une des trois inconnues en fonction des deux autres et en
substituant, on retombe sur un proble`me de type de´ja` connu avec deux
e´quations et deux inconnues. On peut donc de´duire comment re´soudre les
proble`mes a` n e´quations pour n inconnues, en se ramenant par substitution
a` deux e´quations avec deux inconnues. Mais on remarque alors qu’on se
retrouve a` faire de tre`s longs calculs. Pour e´viter cela, on peut utiliser cette
astuce : introduire une nouvelle inconnue, qui de´pend des proble`mes. Nous
allons le voir par le biais du prochain exemple.
Trois personnes jouent ensemble ; dans la premie`re partie, le premier joueur
perd avec chacun des autres autant que chacun d’eux avait d’argent sur
lui. Dans la seconde, c’est au second joueur que les deux autres gagnent
autant qu’ils ont de´ja` d’argent. Dans la troisie`me partie enfin, le premier
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et le second joueur gagnent au troisie`me autant d’argent qu’ils en avaient.
Ils cessent alors de jouer, et il se trouve qu’ils ont tous une somme e´gale,
a` savoir 24 louis chacun. On demande avec combien d’argent chacun s’est
mis au jeu.
Soit x, y et z, l’argent avant le jeu du premier joueur, du deuxie`me et du
troisie`me respectivement. L’astuce est de poser s = x+y+z, la somme de
leur argent. On sait graˆce a` la fin que s = 72. Se´parons nos trois donnes.
(a) Dans la premie`re partie, le premier joueur perd autant d’argent que
les autres avaient, soit la somme y + z = s − x. Il lui restera donc
x − (s − x) = 2x − s. Les deux autres doublent leur argent et donc
auront 2y et 2z respectivement.
Joueur 1 2 3
Argent 2x− s 2y 2z
(b) Lors de la deuxie`me partie, c’est au tour du deuxie`me joueur de
perdre s − 2y louis. Il lui reste alors 4y − s louis. Les deux autres
joueurs, eux, doublent leur argent.
Joueur 1 2 3
Argent 4x− 2s 4y − s 4z
(c) Enfin, a` la dernie`re partie, on voit que le troisie`me joueur se voit
de´posse´der de s − 4z louis et qu’il ne lui en reste que 8z − s, alors
que les deux autres voient leur argent doubler.
Joueur 1 2 3
Argent 8x− 4s 8y − 2s 8z − s
(d) En remplac¸ant s par 72 et en e´galant les dernie`res quantite´s a` l’argent
qu’il leur reste au final, c’est-a`-dire 24 louis, on trouve la somme qu’ils
avaient au de´part dans leur bourse :
Joueur 1 2 3
Argent 39 21 12
On se rend compte qu’on aurait pu trouver cela sans faire de l’alge`bre, mais
en raisonnant logiquement en remontant les parties. En divisant l’argent des
gagnants par 2 et en additionnant la somme des gains au perdant a` chaque
partie, on obtient le meˆme re´sultat :
Final
Joueur 1 2 3
Argent 24 24 24
Avant la partie 3
Joueur 1 2 3
Argent 12 12 48
Avant la partie 2
Joueur 1 2 3
Argent 6 42 24
Avant la partie 1
Joueur 1 2 3
Argent 39 21 12
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3.4.5 Chapitre 5 : De la re´solution des e´quations pures du
second degre´
On cherche maintenant a` s’attaquer a` des e´quations du second degre´. On
va donc commencer par remanier l’e´quation et grouper les termes en fonction
de leur puissance de x, l’inconnue, de sorte a` obtenir une e´quation de la forme
axx + bx + c = 0. Si a 6= 0, b 6= 0 et c 6= 0, alors on dit que l’e´quation est
comple`te. Lorsque le coefficient b est e´gal a` 0, on dit que c’est une e´quation pure
du second degre´. Elle est de la forme axx + c = 0 et se re´sout assez facilement
car on obtient alors xx = −ca . Il y a alors trois cas a` conside´rer.
1. Lorsque −ca est un carre´, on peut attribuer une valeur a` x qui est la
racine de −ca . Par exemple, lorsque l’e´quation est xx− 144 = 0, on trouve
xx = 144 et donc on peut de´duire que x = 12.
2. Lorsque −ca est un nombre positif mais pas carre´, il faut alors se contenter
du terme radical. Par exemple, pour xx − 12 = 0, on aura xx = 12 et
finalement on trouvera x =
√
12.
3. Si −ca est ne´gatif, on en de´duit que x prend une valeur imaginaire ou
impossible. On en conclut que le proble`me qui conduit a` cette e´quation
est impossible.
On remarque que si on trouve une solution pour x, comme on prend son carre´, on
aura toujours deux valeurs possibles. Si k la solution de l’e´quation axx+ c = 0,
alors −k sera aussi une solution.
Dans le cas ou` c’est c qui est e´gal a` 0, on a axx+ bx = x(ax+ b) = 0 et donc
on a comme solution soit x = 0, soit x = − ba .
On pose le proble`me suivant : Quelques ne´gocians e´tablissent un facteur a`
Archangel. Chacun d’eux contribue pour le commerce qu’ils ont en vue, dix fois
autant d’e´cus qu’ils sont d’associe´s. Le profit du facteur est fixe´ a` deux fois
autant d’e´cus qu’il y a d’associe´s pour 100 e´cus. Et si on multiplie la 1100 partie
de son gain total par 2 29 , on trouve le nombre des associe´s. On demande quel
est ce nombre.
Soit x le nombre d’associe´s. Chaque associe´ a` fourni 10x e´cus, donc le capital
est de 10xx e´cus. Or, le facteur gagne 2x pour chaque centaine d’e´cus. Son
profit sera donc de 10xx 2x100 =
1
5x
3. On multiplie donc les quantite´s suivantes



















qui est e´gal au nombre d’employe´s. Comme x 6= 0, on peut simplifier par x.
1
225
x3 = x | : x
1
225




3.4.6 Chapitre 6 : De la re´solution des e´quations mixtes
du second degre´
On dit qu’une e´quation du second degre´ est mixte ou comple`te si on y trouve
les termes en xx, en x et en unite´, c’est-a`-dire que si axx + bx + c = 0 est une
e´quation mixte, alors ni a, ni b, ni c n’est nul. Pour la re´soudre, il faut la rendre
unitaire, a` savoir, faire que le coefficient devant le terme du second degre´ soit 1.
On obtiendra alors une e´quation de la forme xx + px = q. En remarquant que
le carre´ de (x + p2 ) est xx + px +
pp





)2 = q +
pp
4
On en de´duit que x = −p2 ±
√
pp
4 + q. Si on prenait l’e´quation axx+ bx+ c = 0,























la formule que l’on connaˆıt.
On aurait aussi pu proce´der comme ceci pour re´soudre l’e´quation xx = px+q.
On pose x = y + p2 et par conse´quent xx = yy + py +
pp



























ce qui nous rame`ne au meˆme re´sultat.
Un petit proble`me pour illustrer cela : Deux paysannes portent ensemble 100
oeufs au marche´ ; l’une en porte plus que l’autre, et cependant le produit est le
meˆme pour l’une et pour l’autre. La premie`re dit a` la seconde : si j’avais eu
tes oeufs j’aurais retire´ 15 sous. L’autre lui re´pond : si j’avais les tiens j’aurais
retire´ 6 23 sous. Combien d’oeufs chacune a-t-elle porte´s au marche´ ?
On suppose x le nombre d’oeufs qu’a porte´ la premie`re paysanne. La deuxie`me
en aura donc vendu 100 − x. Or, puisque la premie`re aurait tire´ 15 sous avec
100 − x oeufs, on en de´duit qu’elle vend un oeuf a` 15100−x sous. Par un calcul







Mais puisque le produit de leur vente leur rapporte la meˆme chose, on a que
x
15
100− x = (100− x)
20
3x
| · (100− x) · 3x
45xx = 20(100− x)2
45xx = 20xx− 4000x + 200000 | − 20xx
25xx = −4000x + 200000 | : 25
xx = −160x + 8000
x = −80 +√6400 + 8000 = −80 +
√
14400 = −80 + 120 = 40
donc la premie`re apporte 40 oeufs, alors que la deuxie`me en apporte 100−40 =
60.
3.4.7 Chapitre 7 : De l’extraction des racines des nombres
polygones
Pour rappel, les nombres polygones sont des nombres obe´issant a` une formule
particulie`re. Soit x la racine ou le coˆte´ du nombre. On se rappelle ce que valent
les nombres polygonaux.
On voit qu’il est facile de calculer le nombre polygone a` partir de sa racine. Mais
lorsqu’on veut faire l’inverse, on a besoin de savoir re´soudre des e´quations du
second degre´. Par exemple, si on cherche la racine d’un nombre triangulaire a,





= a | · 2
xx + x = 2a | − x








−1 +√8a + 1
2
Comme x doit eˆtre entier, on de´duit que si a est un nombre triangulaire, alors
il faut que 8a + 1 soit un carre´. On le voit dans le tableau suivant
Triangles 1 3 6 10 15 21 28 36 . . .
8a + 1 9 25 49 81 121 169 225 289 . . .
Les nombres te´tragones ou carre´s ne posent aucune difficulte´ car si x est leur
racine, s’ils ne respectent pas la condition a = xx avec a un carre´, alors ils ne
sont pas carre´s.
Soit a un nombre pentagone. Si sa racine est x, alors on aura 3xx−x2 = a et
apre`s calcul, on tombera sur x = 1+
√
24a+1
6 . Donc pour que a soit un nombre
pentagone, il faut que 24a + 1 soit un carre´.
On s’attaque maintenant au cas ou` a est un nombre n-gone. De nouveau, si
on suppose que sa racine est x, le tableau nous indique que (n−2)xx−(n−4)x2 = a.
Apre`s calcul, on trouve
x =
n− 4 +√8(n− 2)a + (n− 4)2
2(n− 2)
ce qui nous ame`ne a` la formule ge´ne´rale : si a est un n-gone, alors 8(n− 2)a +
(n− 4)2 est un carre´.
Par exemple, soit le 24-gone 3009 dont on cherche la racine x. On a que
8(n− 2)a + (n− 4)2 = 8 · 22 · 3009 + 202 = 529584 + 400 = 529984 = 7282
x =





3.4.8 Chapitre 8 : De l’extraction des racines carre´es des
binoˆmes
On nomme en alge`bre un binoˆme, une quantite´ compose´e de deux parties qui
sont, ou toutes affecte´es du signe de la racine carre´e, ou dont l’une au moins
renferme ce signe.
On introduit ici la notion de binoˆme car lorsqu’on re´sout des e´quations du
second degre´, on tombe plus souvent sur eux que sur des nombres rationnels.
Par exemple, xx = 6x− 4 admet comme solution x = 3 +√5.
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On remarque que le carre´ d’un binoˆme est aussi un binoˆme. En effet, on a
(a +
√
b)2 = (aa + b) + 2a
√
b
On va donc pouvoir trouver la racine d’un binoˆme, qui doit eˆtre un binoˆme. Pour










y)2 = a +
√
b
x + y + 2
√
xy = a +
√
b
On en tire que x + y = a et 4xy = b. On a deux manie`res de re´soudre ce
proble`me.
1. La premie`re me´thode serait de de´terminer une inconnue en fonction de
l’autre et ensuite de la substituer dans la deuxie`me e´quation. De la premie`re
e´quation, on a y = −x + a. En l’inse´rant dans la seconde, on trouve :
4x(−x + a) = b
− 4xx + 4ax = b
− 4xx = −4ax + b | : (−4)

























2. L’autre manie`re de proce´der est de remarquer qu’a` partir de x+ y = a et
4xy = b, on a :
– (x + y)2 = xx + 2xy + yy = aa
– (x− y)2 = xx− 2xy + yy = aa− b
On en de´duit que x + y = a et x − y = √aa− b. En additionnant ou en
soustrayant les e´quations, on obtient :
– 2x = a +
√








et on en tire la meˆme racine.




























On va utiliser ce qu’on a vu pour re´soudre les e´quations quadratiques de la
forme x4 = 2axx+d. En faisant un changement de variable y = xx, on retombe
sur une e´quation du second degre´.
yy = 2ay + d
y = a±√aa + d
x = ±√y = ±
√
a±√aa + d
et donc si d = −cc, le proble`me devient alors x4 = 2axx− cc qui admettra alors







On cherche maintenant deux nombres tels que leur produit soit e´gal a` m et
la somme de leurs carre´s a` n. Pour ce faire, posons x et y nos deux nombres.
On obtient les deux e´quations suivantes :
1. xy = m
2. xx + yy = n
En re´utilisant les identite´s (x+y)2 = xx+2xy+yy et (x−y)2 = xx−2xy+yy,
on obtient les e´quations suivantes en combinant les pre´ce´dentes :
1. (x + y)2 = xx + 2xy + yy = n + 2m⇒ x + y = √n + 2m
2. (x− y)2 = xx− 2xy + yy = n− 2m⇒ x− y = √n− 2m
Et en combinant les deux, on trouve les valeurs cherche´es si n− 2m ≥ 0
x =
√






n + 2m−√n− 2m
2
Exemple : on cherche deux nombres tels que leur produit vaut 105 et la
somme de leurs carre´s 274.
Soit donc x et y les deux nombres cherche´s. On a que m = 105 et n = 274.
Alors si on reprend la formule trouve´e, on a
x =
√
































Pour finir, nous allons chercher deux nombres x et y tels que les trois quan-
tite´s suivantes soient e´gales :
1. La somme x + y
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2. Le produit xy
3. La diffe´rence des carre´s xx− yy
On peut re´soudre ce proble`me par substitution mais la me´thode est assez longue
et prolixe. On va donc proce´der plus intelligemment en remarquant que
x + y = xx− yy | : (x + y)
1 = x− y
x = y + 1
Par conse´quent, on a x + y = 2y + 1 et xy = yy + y, l’e´galite´ x + y = xy nous
donne
yy + y = 2y + 1 | − y










3.4.9 Chapitre 9 : De la nature des e´quations du second
degre´
Il y a deux manie`res de re´soudre une e´quation du second degre´. La premie`re,
nous l’avons assez vue et applique´e dans les chapitres pre´ce´dents. Quant a` la
seconde, nous remarquons que dans beaucoup de cas, il existe deux valeurs satis-
faisant l’e´quation. Par exemple, pour xx+ 12x+ 35 = 0, on a comme solutions,
x = −5 et x = −7. On va donc se concentrer sur cette espe`ce d’e´quations.
Lorsqu’on tombe sur une e´quation du second degre´, le but sera de la mettre
sous la forme xx − ax + c = 0. Ensuite, remarquons dans notre exemple qu’on
peut e´crire diffe´remment l’e´quation :
xx + 12x + 35 = (x + 5)(x + 7) = 0
On comprend mieux pourquoi les solutions de l’e´quations sont x = −5 et x =
−7. En effet, pour que ce produit soit nul, il faut que l’un des facteurs soit nul,
ce qui n’arrive que lorsque x vaut −5 ou −7. On va donc tenter de de´composer
xx− ax + c en un produit (x− p)(x− q) avec comme conditions
a = p + q
c = pq
et les solutions pourront se lire directement. On va meˆme pouvoir ge´ne´raliser
sur les signes des solutions. En effet, si l’e´quation est sous la forme :
1. xx− ax + c = (x− p)(x− q) = 0, les solutions seront positives.
2. xx + ax + c = (x + p)(x + q) = 0, elles seront ne´gatives.
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3. xx± ax− c = (x− p)(x + q) = 0, on en aura une de chaque.
On peut d’ailleurs faire l’inverse, c’est-a`-dire qu’a` partir des solutions, on peut
donner l’e´quation du second degre´. Par exemple, on cherche l’e´quation du second
degre´ qui admet les deux valeurs 2 et −5 :
(x− 2)(x + 5) = xx + 3x− 10
Il peut arriver qu’on ne trouve qu’une solution pour une e´quation du second
degre´. Par exemple, pour
xx− 10x + 25 = (x− 5)2 = 0
on ne trouve que x = 5 pour la satisfaire. On peut alors dire que 5 est une
double solution.
On voit donc qu’on peut obtenir une ou deux solutions pour une seule
e´quation. Mais malheureusement, il peut aussi arriver qu’on n’en trouve au-
cune, ou plutoˆt aucune possible, a` savoir que les solutions sont imaginaires. Par
exemple, on veut se´parer 10 en deux parties telles que leur produit fasse 30.
Pour le savoir, on pose x comme e´tant la premie`re partie, la deuxie`me 10 − x
s’en de´duisant facilement. Alors le produit des deux sera x(10− x) = 10x− xx.
Egalant a` 30, on doit re´soudre l’e´quation suivante.
10x− xx = 30 |+ xx− 30
xx = 10x− 30
x = 5±√−5
On voit donc que les racines sont imaginaires.
Le but est donc de trouver une condition pour pouvoir de´terminer si elle
admet des solutions envisageables ou pas. Si on reprend l’e´quation ge´ne´rale




Cette quantite´ n’est possible que si aa4 − b ≥ 0 et donc que aa ≥ 4b.
On peut appliquer le meˆme raisonnement sur l’e´quation fxx + gx + h = 0.









qui n’est une valeur satisfaisante que si gg4ff − hf ≥ 0 donc gg − 4fh ≥ 0, ou`
on reconnaˆıt notre belle formule du discriminant. En conclusion, il faut que
gg ≥ 4fh.
Les formules xx+ax+b peuvent toujours eˆtre de´compose´es en deux facteurs
(x+ p)(x+ q), mais la nature des solutions de´pend de ce qu’on a vu plus haut.
Ces dernie`res peuvent eˆtre rationnelles, irrationnelles ou meˆme imaginaires. Mais
quelles qu’elles soient, on pourra toujours, si on connaˆıt une des deux solutions
p, trouver l’autre en effectuant une division euclidienne par x− p. Par exemple,
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pour l’e´quation xx + 4x − 21, on sait que 3 est une solution. On peut de´duire
que −7 est l’autre valeur cherche´e par le calcul suivant.
3.4.10 Chapitre 10 : Des e´quations pures du troisie`me
degre´
Comme pour les e´quations du second degre´, une e´quation pure du troisie`me
degre´ est une e´quation qui ne contient que des inconnues a` la troisie`me puissance.
La re´solution en est d’ailleurs a` peu pre`s identique, a` savoir qu’on regroupe tous
les termes en x3 d’un coˆte´ de l’e´galite´ et les termes constants de l’autre. Ensuite,
on divise et on prend la racine cubique. Par exemple,
2x3 + 24− 7 + 3x3 = 9− x3 + 22
5x3 − 17 = −x3 + 31 |+ 17 + x3





Mais on soupc¸onne d’autres solutions. Comme les e´quations du second degre´ se
de´composaient en deux facteurs, celles du troisie`me devraient aussi l’eˆtre, mais
en trois facteurs. D’ailleurs, si on applique la division euclidienne de l’e´quation
ci-dessus, on obtient :
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On voit donc que x3 − 8 = 0 peut aussi s’e´crire comme (x− 2)(xx + 2x + 4) =
0, ce qui nous rajouterait deux solutions imaginaires. Ces deux solutions sont
x = −1±√−3.
Prenons le cas ge´ne´ral. On doit re´soudre l’e´quation suivante x3 − a = 0.
Une premie`re solution se lit directement x = 3
√
a. On va supposer c = 3
√
a pour
simplifier la suite du calcul. L’e´quation devient x3 − c3 = 0 qu’on peut re´e´crire
ainsi : (x− c)(xx + cx + cc).
Les deux dernie`res solutions se de´duisent de xx + cx + cc = 0. En re´solvant
l’e´quation du second degre´, on trouve
xx + cx + cc = 0 | − cx− cc
xx = −cx− cc










En remplac¸ant c = 3
√
a, on a les trois solutions de l’e´quation, une re´elle, les deux
autres imaginaires.
1. x = 3
√
a












Exemple : Une paysanne e´change des fromages contre des poules, a` raison
de deux fromages pour trois poules ; ces poules pondent chacune 13 autant d’oeufs
qu’il y a de poules ; la paysanne vend au marche´ neuf oeufs pour autant de sous
que chaque poule a pondu d’oeufs, et elle tire 72 sous ; on demande combien de
fromages elle a e´change´ ?
Posons x le nombre de fromages qu’elle a e´change´. Elle recevra donc 32x










4xx oeufs au marche´. Or, neuf oeufs lui rapportent
1








3 sous. On sait que cette somme est de 72 sous. On peut




x3 = 72 | · 24
x3 = 24 · 72 = 3 · 8 · 8 · 9 = 8 · 8 · 27
x = 2 · 2 · 3 = 12
La paysanne a e´change´ 12 fromages contre 18 poules qui lui auront pondu 108
oeufs. Remarquons qu’on a intelligemment de´compose´ le produit 24 · 72 afin de
nous e´pargner des calculs bien difficiles.
3.4.11 Chapitre 11 : De la re´solution des e´quations
comple`tes du troisie`me degre´
Une e´quation du troisie`me degre´ est dite comple`te si elle contient le cube de
l’inconnue, son carre´ et l’inconnue elle-meˆme. La forme ge´ne´rale de ces e´quations
est celle-ci :
ax3 + bxx + cx + d = 0
Les valeurs satisfaisant cette e´quation sont appele´es des racines. On suppose
que pour chaque e´quation du troisie`me degre´, il existe trois solutions.
Dans la mesure du possible, on va essayer de de´composer notre formule en
trois facteurs pour trouver les solutions. Par exemple, on voit que x3 − 6xx +
11x − 6 = 0 peut eˆtre re´e´crit comme (x − 1)(x − 2)(x − 3) = 0 et on peut lire
directement les racines x = 1, x = 2 et x = 3 dans l’e´quation. Le but sera donc de
de´composer la formule apre`s l’avoir mise sous forme unitaire x3−axx+bx−c = 0.
On de´compose en facteurs (x − p)(x − q)(x − r) = 0 et on aura les conditions
suivantes :
(x− p)(x− q)(x− r) = x3 − (p + q + r)xx + (pq + pr + qr)x− pqr = 0
a = p + q + r
b = pq + pr + qr
c = pqr
Cela nous dit que si l’on cherche une solution entie`re de l’e´quation, il faut
absolument qu’elle soit un diviseur du terme constant. Cela nous aidera pour
nos recherches de racines par taˆtonnements.
Par exemple, si on cherche les solutions entie`res de x3− x− 6, on sait qu’on
devra les prendre parmi les nombres suivants {±1,±2,±3,±6}.
1. x = 1⇒ 1− 1− 6 = −6
2. x = 2⇒ 8− 2− 6 = 0
3. x = 3⇒ 27− 3− 6 = 18
4. x = 6⇒ 216− 6− 6 = 204
65
Donc 2 est une racine de l’e´quation. On peut effectuer une division de l’e´quation
par (x− 2). On trouve alors x3−x− 6 = (x− 2)(xx+ 2x+ 3) = 0. En re´solvant
(xx + 2x + 3) = 0, on trouve les deux autres solutions.
xx + 2x + 3 = 0 | − x− 3
xx = −2x− 3
x = −1±√−2
Les trois racines sont donc x = 2, x = −1 +√−2 et x = −1−√−2.
On ne peut appliquer cette me´thode que si le coefficient qui est devant le
cube de l’inconnue est e´gal a` 1 et si tous les autres coefficients sont entiers. Cela
sera toujours possible. En effet, en faisant un habile changement de variable, on
pourra toujours retomber sur un cas favorable. Voyons le dans l’exemple suivant.
On part de l’e´quation 4x3 − 12xx + 11x − 3 = 0. On divise par 4 et on
obtient x3 − 3xx + 114 x − 34 . En posant x = y2 , on tombe sur une e´quation
y3
8 − 3yy4 + 11y8 − 34 qui, multiplie´e par 8, est exactement ce qu’on veut :
y3 − 6yy + 11y − 6
dont les racines sont celles trouve´es plus haut, a` savoir y = 1, y = 2 et y = 3.
Les racines de notre e´quation sont donc x = 12 , x = 1 et
3
2 .
Ces changements de variable peuvent d’ailleurs re´duire e´norme´ment la re-
cherche de racines comme par exemple dans le cas suivant. On cherche les racines
de 6x3 − 11xx + 6x − 1 = 0. Si on proce´dait comme avant, il faudrait diviser
l’e´quation par 6, on aurait alors x3 − 116 xx + x − 16 = 0. En posant x = y6 , on
obtient y
3
216 − 11yy216 + y6 − 16 = 0. Pour finir, on multiplie par 216, et l’e´quation
voulue est y3 − 11yy + 36y − 36. Mais les diviseurs de 36 e´tant tre`s nombreux,
il est plus facile de passer d’abord par le changement de variable x = 1z . On
aura alors 6z3 − 11zz + 36z − 1 = 0. On multiplie par −z3 et on aura une meilleure
e´quation z3− 6z2 + 11z− 6 = 0 dont les racines seront plus faciles a` trouver car
6 posse`de moins de diviseurs que 36.
On remarque que le signe des nombres a, b et c influe sur le signe des racines.
En effet, si l’e´quation est de la forme :
1. x3 − axx + bx− c = 0, les racines seront positives.
2. x3 + axx + bx + c = 0, elles seront ne´gatives, car les trois facteurs seront
(x + p), (x + q) et (x + r).
On remarque que dans la premie`re e´quation, si on compare le signe de deux
coefficients successifs, il y a un changement de signe, au total trois. Alors que
pour la deuxie`me e´quation, il y a trois successions d’un meˆme signe. On se
rend compte alors que le nombre de successions d’un meˆme signe nous donne le
nombre de racines ne´gatives, alors que le nombre de changements de signes nous
donne le nombre de racines positives. On va l’illustrer avec l’exemple suivant.
Soit l’e´quation x3 + xx − 34x + 56 = 0. On voit une succession de meˆmes
signes pour deux changements de signes. On va donc avoir une racine ne´gative
pour deux positives. En effet, x3 + xx − 34x + 56 = (x − 2)(x − 4)(x + 7) = 0
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et les solutions se lisent directement, x = 2, x = 4 et x = −7, deux positives et
une ne´gative comme pre´vu.
Exemple : Quelques personnes forment une socie´te´ et e´tablissent un fonds,
auquel chacune contribue autant d’e´cus qu’elles sont de personnes ; elles gagnent
sur chaque centie`me d’e´cus 6 e´cus au-dela` du nombre d’e´cus e´gal a` leur nombre ;
le profit total est de 392 e´cus ; on demande combien ils sont d’associe´s ?
On pose x le nombre d’associe´s. Chacun a investi 10x e´cus, donc, au total,
on aura 10xx e´cus dans le fonds. Le profit e´tant de x + 6 pourcent de leur
investissement, la somme sera de 10xxx+6100 =
x3+6xx
10 qui est e´gale a` 392 e´cus.
On aura alors l’e´quation
x3 + 6xx− 3920 = 0
a` re´soudre. Comme les diviseurs de 3920 sont nombreux, on peut se simplifier
la taˆche en posant x = 2y. L’e´quation devient alors
8y3 + 24yy − 3920 = 0 | : 8
y3 + 3yy − 490 = 0
Les diviseurs de 490 e´tant {1, 2, 5, 7, 10, . . .}. Les trois premiers sont trop petits.
Par contre, si on essaie 7, on a 343 + 147 − 490 = 490 − 490 = 0 et donc
y = 7 est solution, donc x = 14 est une racine de notre proble`me. On effectue
la division par (y − 7) pour essayer de trouver d’autres solutions et on trouve
y3 + 3yy− 490 = (y− 7)(yy+ 10y+ 70) = 0. Si le proble`me a plus de solutions,
elles se trouvent a` partir de yy + 10y + 70 = 0 qui n’admet que des racines
imaginaires car 4 · 70 = 280 > 100 = 102.
3.4.12 Chapitre 12 : De la re`gle de Cardan ou de Scipion
Ferreo
Si on n’arrive pas a` trouver de racines entie`res par la me´thode ci-dessus, alors
on ne pourra pas trouver de racines fractionnaires. En effet, il est impossible
que x = pq soit une solution de x
3 − axx+ bx− c = 0 car le premier terme sera
une fraction sur q3, alors que les trois derniers seront soit des fractions sur qq ou
q, soit des entiers. On souligne la simplicite´ avec laquelle Euler de´montre cette
proprie´te´ alors qu’aujourd’hui, on fait appel au the´ore`me de Gauss pour un tel
cas.
Or, il faut bien que ce type d’e´quations posse`de des solutions. Il n’en reste
plus que deux sortes : les irrationnelles ou les imaginaires. Nous allons voir une
me´thode pour trouver les racines a` partir de l’e´quation x3 = fx+ g. C’est donc
pour cela que nous soulignons le fait que n’importe quelle e´quation du troisie`me
degre´ peut se re´e´crire, apre`s une habile substitution, sans terme du second degre´,
donc de la forme cherche´e.
On suppose donc l’e´quation suivante x3 + axx + bx + x = 0 dont on veut
supprimer le terme du second degre´. On pose alors x = y − a3 . En remplac¸ant
et en additionnant, on trouve une e´quation sans second terme.
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Prenons un exemple pour nous en convaincre. Soit l’e´quation x3 − 6xx+ 13x−
12 = 0. On fait alors le changement de parame`tre x = y− −63 = y+2. On trouve
alors comme nouvelle e´quation :
Ceci e´tant fait, on peut maintenant de´crire la re`gle de Cardan ou de Scipion
Ferreo dans laquelle on conside`re la formule x3 = fx + g. On en est arrive´ la`




q, on a que x3 = p + q + 3 3
√
pqx. C’est la
raison pour laquelle notre but sera de trouver p et q de sorte que f = 3 3
√
pq et
g = p + q. On a un syste`me de deux e´quations a` re´soudre.
3 3
√
pq = f p + q = g
3
√















Comme on a aussi p+ q = g, en additionnant et soustrayant les deux e´quations,

























Appliquons cette re`gle a` un exemple pour mieux la comprendre. On conside`re





































1 = 2 + 1 = 3.
Attention, il arrive souvent que la solution soit re´elle mais que la re`gle de
Cardan nous ame`ne a` une quantite´ qui parraisse irrationnelle. Il faut alors ru-
ser pour prouver que les deux valeurs sont les meˆmes. Voyons comment dans
l’exemple suivant. Soit l’e´quation x3 = 6x + 40. On voit que 4 est solution de
cette e´quation. Appliquons la re`gle de Cardan. On a que gg = 1600 et f3 = 216.











































20− 14√2 comme racine. A premie`re
vue, ce n’est pas du tout notre racine 4. Mais comme
(2 +
√





2)3 = 20− 14
√
2
On en conclut que x = 2 +
√
2 + 2−√2 = 4. Donc la re`gle est bien ve´rifie´e.
3.4.13 Chapitre 13 : De la re´solution des e´quations du
quatrie`me degre´
Comme pour les cas pre´ce´dents, on va d’abord traiter les cas ou` l’e´quation
est pure, puis on va, e´tape par e´tape, arriver au cas ge´ne´ral.
1. Supposons que l’e´quation soit pure du quatrie`me degre´. On isole les x4
d’un coˆte´ de l’e´galite´ et les termes constants de l’autre. Ensuite, si nous
sommes dans le cas x4 = f , on a, comme le carre´ de xx est x4, xx =
√
f et
pour finir x =
√√
f . Mais on se doute que ce n’est pas la seule solution.
En effet, une e´quation du second degre´ admet en ge´ne´ral deux solutions,
une du troisie`me degre´, trois. Il serait donc logique que celle du quatrie`me
degre´ en admette quatre. Dans notre cas, cela est duˆ au fait qu’a` chaque
fois qu’on prend la racine, on doit rajouter un plus ou moins. Donc si
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x4 = f , on a xx = ±√f et pour finir, les solutions sont x = ±
√
±√f . Par
exemple, pour x4 = 2401, on a que xx = ±49 et les solutions sont x = ±7
et x = ±7√−1.
2. Vient ensuite les cas ou` l’e´quation peut eˆtre traite´e comme une e´quation
du second degre´. Elles sont de la forme x4 + fxx + g = 0. En posant
y = xx, il ne nous reste que des termes de degre´ infe´rieur a` deux. On a
yy + fy + g = 0 qui est identique a` yy = −fy − g dont les solutions sont
y = − f2 ±
√
ff
4 − g et donc les racines de notre e´quation du quatrie`me









3. Lorsque l’e´quation est mixte, on va commencer par utiliser la me´thode
des taˆtonnements, comme dans le cas des e´quations du troisie`me degre´.
En effet, si on regarde l’e´quation comme un produit de quatre facteurs,
on aura
(x− p)(x− q)(x− r)(x− s) =
x4 − (p + q + r + s)x3 + (pq + pr + ps + qr + qs + rs)xx
− (pqr + pqs + prs + qrs)x + pqrs = 0
et on aura que si x est une racine entie`re de l’e´quation, x doit diviser
le terme constant, mais il faudra dans un premier temps, au moyen d’un
changement de parame`tre, rendre tous les coefficients de l’e´quation entiers.
Ensuite, quand on aura trouver une solution p, il suffira de proce´der a` la
division pour retomber sur un terrain connu, une e´quation du troisie`me
degre´. On remarque d’ailleurs une autre similitude avec le cas pre´ce´dent.
Le nombre de successions de meˆmes signes repre´sente le nombre de racines
ne´gatives alors que celui de changement de signes donne le nombre de
racines positives.
Exemple : x4 + 2x3 − 7xx − 8x + 12 avec deux changements de signes
et deux successions. On aura normalement deux racines positives et deux
ne´gatives. Les diviseurs de 12 sont {1, 2, 3, 4, 6, 12}.
– x = 1⇒ 1 + 2− 7− 8 + 12 = 0, on a une premie`re racine positive.
– x = −1⇒ 1− 2− 7 + 8 + 12 = 12, ne donne rien.
– x = 2⇒ 16+16−28−16+12 = 0, une deuxie`me racine positive. On ne
devrait plus avoir de racine positive donc on peut passer aux diviseurs
ne´gatifs seulement.
– x = −2⇒ 16− 16− 28 + 16 + 12 = 0, une premie`re solution ne´gative.
– x = −3⇒ 81− 54− 63 + 24 + 12 = 0, et la deuxie`me.
On a donc trouve´ nos quatre racines qui respectent les conditions sur
les signes. Attention, la version du livre, en franc¸ais et en allemand, est
errone´e, les solutions x = 1 et x = 2 sont justes, mais le calcul ci-dessus
montre que x = −4 n’est pas une racine, alors que x = −2 l’est.
4. Malheureusement, il existe des racines irrationnelles et les moyens ci-
dessus ne suffisent pas a` les trouver. Mais il existe des autres me´thodes
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permettant de les de´busquer. Nous allons voir deux cas particuliers avant
de passer aux me´thodes ge´ne´rales.
(a) xx+max3 +naaxx+ma3x+a4 = 0. On peut re´e´crire cette e´quation
(xx+ pax+ aa)(xx+ qax+ aa) = 0 ou` on aura bien choisi p et q. Si
on effectue la multiplication, on obtient l’e´quation x4 + (p+ q)ax3 +
(pq + 2)aaxx + (p + q)a3x + a4 = 0. On en conclut que
p + q = m⇒ pp + 2pq + qq = mm
pq = n− 2⇒ 4pq = 4n− 8
A partir de ces deux e´quations, on obtient que pp − 2pq + qq =
mm− 4n− 8 a` savoir que p− q = √mm− 4n− 8. On arrive alors a`




mm− 4n + 8
2
q =
m−√mm− 4n + 8
2
Il ne nous reste alors qu’a` re´soudre deux e´quations du second degre´
(xx+pax+aa)(xx+qax+aa) = 0 pour obtenir nos quatre solutions.


















a(−q ±√qq − 4)
2
Par exemple, pour x4 − 4x3 − 3xx− 4x+ 1 = 0, on a a = 1, m = −4




mm− 4n + 8
2
=







m−√mm− 4n + 8
2
=

























Donc notre proble`me posse`de deux racines imaginaires et deux autres
irrationnelles.
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(b) x4 + max3 + naaxx − ma3x3 + a4 = 0 peut s’e´crire comme (xx +
pax−aa)(xx+qax−aa) = 0 avec des p et q bien choisis. En utilisant


















3.4.14 Chapitre 14 : De la re`gle de Bombelli pour re´duire
la re´solution des e´quations du quatrie`me degre´ a`
celle des e´quations du troisie`me degre´
On a vu qu’avec la re`gle de Cardan, on peut re´soudre n’importe quelle
e´quation du troisie`me degre´. Il est clair que vouloir re´soudre des e´quations du
quatrie`me degre´ sans savoir comment faire pour le troisie`me serait du suicide car
ge´ne´ralement, on essaiera de trouver une racine pour pouvoir se ramener au cas
de´ja` traite´. De la meˆme manie`re, pour les e´quations de dimensions supe´rieures,
il faudra maˆıtriser la re´solution de tous les degre´s infe´rieurs. Euler croyait tre`s
fortement que quelqu’un trouverait une me´thode pour les re´soudre mais mal-
heureusement, quelques dizaines d’anne´es plus tard, Galois de´montrait que les
e´quations de degre´ supe´rieur a` 4 n’admettaient jammais de me´thode ge´ne´rale.
On va donc devoir se contenter des e´quations du quatrie`me degre´. Pour cela on
introduit la re`gle de Bombelli qui permet de re´soudre les e´quations qui nous
inte´ressent.
Tout d’abord, un petit point de vue historique. Dans une note de bas de page,
il est dit que cette me´thode appartient plutoˆt a` Ferrari, tout comme la re`gle de
Cardan est plutoˆt due a` Scipion Ferreo. A cette e´poque, on gardait souvent
ses de´couvertes pour les concours ou des postes dans des universite´s, alors les
publications ne venaient pas directement. On ne pouvait donc pas pre´ciser avec
exactitude quel mathe´maticien avait de´couvert ces re`gles en premier. Notre cas
est un peu spe´cial car Cardan avait avoue´ qu’il avait repris Scipion Ferreo et de
meˆme, on savait que la me´thode suivante vient bien de Ferrari.
Soit donc l’e´quation ge´ne´rale x4+ax3+bxx+cx+d = 0 qu’on va transformer
en (xx+ 12ax+ p)
2− (qx− r)2 = 0. Si on de´veloppe l’e´quation et qu’on la range
dans l’ordre croissant de ces exposants, on obtient :
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ce qui nous donnera les conditions suivantes :
1. 14aa + 2p− qq = b⇒ qq = 14aa + 2pq − b
2. ap− 2qr = c⇒ 2qr = ap− c
3. pp− rr = d⇒ rr = pp− d
On multiplie alors quatre fois la premie`re e´quation par la troisie`me et on met
au carre´ la deuxie`me.
4qqrr = 8p3 + (aa− 4b)pp− 8dp− d(aa− 4b)
4qqrr = aapp− 2acp + cc
Egalant maintenant les deux dernie`res e´quations, on tombe sur une e´quation du
troisie`me degre´ en p
8p3 + (aa− 4b)pp− 8dp− d(aa− 4b) = aapp− 2acp + cc
8p3 − 4bpp + (2ac− 8d)p− aad + 4bd− cc = 0
qu’on sait re´soudre. On trouve alors trois valeurs pour p.
On peut ensuite trouver q par la premie`re condition : q =
√
1
4aa + 2p− b.
Puis r par la seconde condition : r = ap−c2q .
On re´sout ensuite l’e´quation (xx + 12ax + p)












ax + p = qx− r xx + 1
2
ax + p = −qx + r
xx = (q − 1
2
a)x− p + r xx = −(q + 1
2
a)x− p− r
Donc on obtient quatre racines.
Exemple : on cherche a` re´soudre l’e´quation x4 − 6x3 + 12xx− 12x + 4 = 0.
On cherche a` transformer cette formule en (xx− 3x+ p)2− (qx− r)2 = 0. On a
mis un −3x a` la place de a car c’est la seule valeur possible pour obtenir −6x3.
Nos trois conditions deviennent :
1. 9 + 2p− qq = 12⇒ qq = 2p− 3
2. 6p + 2qr = 12⇒ qr = 6− 3p
3. pp− rr = 4⇒ rr = pp− 4
Multipliant la premie`re et la troisie`me, puis carrant la deuxie`me, on obtient les
deux e´quations suivantes
– qqrr = 2p3 − 3pp− 8p + 12
– qqrr = 9pp− 36p + 36
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En les e´galant, on obtient une e´quation du troisie`me degre´ en p.
2p3 − 3pp− 8p + 12 = 9pp− 36p + 36
2p3 − 12pp + 28p +−24 = 0
p3 − 6pp + 14p− 12 = 0



















On obtient donc l’e´quation suivante (xx−3x+2)2 = xx. On la re´sout facilement :
xx− 3x + 2 = x xx− 3x + 2 = −x
xx = 4x− 2 xx = 2x + 2
x = 2±
√
2 x = 1±√−1
3.4.15 Chapitre 15 : D’une nouvelle me´thode de re´soudre
les e´quations du quatrie`me degre´
Il y a une me´thode tout a` fait diffe´rente de Bombelli, mais qui se base
aussi sur le fait qu’on sache re´soudre une e´quation du troisie`me degre´. On va






r, ou` p, q et r sont les racines
de l’e´quation du troisie`me degre´ z3 − fzz + gz − h = 0. On a alors que :
(z − p)(z − q)(z − r) = z3 − (p + q + r)zz + (pq + pr + qr)z − pqr
⇒ p + q + r = f
⇒ pq + pr + qr = g
⇒ pqr = h
En mettant x au carre´, on obtient :







xx− f = 2√pq + 2√pr + 2√qr
On e´le`ve a` nouveau l’e´quation au carre´ et en remarquant que 4p+ 4q+ 4r = 4g,






r) = x, on obtient
x4 − 2fxx + ff = 4pq + 4pr + 4qr + 8√ppqr + 8√pqqr + 8√pqrr
x4 − 2fxx + ff = 4g + 8√pqr(√p +√q +√r)
x4 − 2fxx + ff = 4g + 8
√
hx
x4 − 2fxx− 8
√
hx + ff − 4g = 0
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plus bas que l’e´quation x4 − axx − bx − c = 0 est ge´ne´rale, c’est-a`-dire qu’on
pourra toujours e´liminer le terme au cube d’une e´quation du quatrie`me degre´.
Supposons donc l’e´quation x4 − axx − bx − c = 0. On identifie ses coefficients
avec ceux trouve´s ci-dessus :




h = b⇒ h = bb
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ff − 4g = −c⇒ aa
4





On a ainsi obtenu les coefficients de l’e´quation du troisie`me degre´ z3 − fzz +
gz − h servant a` trouver les termes radicaux qui composent notre racine x. On
pourrait croire alors que cette me´thode ne donne qu’une seule solution. Il n’en
est rien. En effet, elle en donne bien plus car chaque racine carre´e peut eˆtre soit
positive, soit ne´gative. On remarque que seul le terme en x de notre e´quation
x4 − 2fxx− 8√hx+ ff − 4g = 0 ne´cessite qu’on fasse attention aux signes des
radicaux. En effet,
√
h = b8 . Si
b


















3. x = −√p +√q −√r
4. x = −√p−√q +√r









3. x = −√p +√q +√r
4. x = −√p−√q −√r
Prenons, comme a` notre habitude, un exemple pour bien comprendre tout ceci.
On cherche les solutions de x4 − 25xx + 60x− 36 = 0. On a
a = 25, b = −60, c = 36
Trouvons l’e´quation du troisie`me degre´.
– f = a2 =
25
2








































Multipliant le tout par 64 pour chasser les fractions, on trouve
u3 − 50uu + 769u− 3600 = 0
Par taˆtonnements, on trouve que u = 9 est une racine. On va donc diviser
l’e´quation par (u− 9) et obtenir une e´quation du second degre´.
uu− 41u + 400 = 0


















On trouve alors que les trois solutions sont
u = 9, u = 25, u = 16







, z = 4
On a donc trouve´ p = 94 , q =
25
4 et r = 4. Comme
b
8 = − 152 est ne´gative, les





q −√r = 32 + 52 − 2 = 2
2. x =
√
p−√q +√r = 32 − 52 + 2 = 1
3. x = −√p +√q +√r = − 32 + 52 + 2 = 3
4. x = −√p−√q −√r = − 32 − 52 − 2 = −6
On va maintenant voir comment e´liminer le terme au cube d’une e´quation
du quatrie`me degre´. Soit donc pour cela l’e´quation y4 + ay3 + byy+ cy+ d = 0.
On va poser x = y + a4 et regarder ce qui se passe.
On obtient donc une e´quation sans troisie`me puissance.
76
En conclusion, nous allons parler un peu de la me´thode pour re´soudre les
e´quations de degre´s supe´rieurs a` 4. Il n’existe pas de re`gle ge´ne´rale pour ces
e´quations, comme mentionne´ plus haut. Aussi, dans la mesure du possible, on
cherchera a` les re´duire a` des degre´s infe´rieurs. Par exemple, dans le cas de racines
entie`res qui divisent toujours le terme constant, on pourra atteindre les degre´s
infe´rieurs en utilisant la division polynomiale.
3.4.16 Chapitre 16 : De la re´solution des e´quations par
des approximations
Souvent, lors de la re´solution des e´quations, on tombe sur des racines qui ne
sont pas rationnelles. On peut alors soit les exprimer par des quantite´s radicales,
soit on n’a meˆme pas cette possibilite´ (lorsqu’elles sont imaginaires), comme par
exemple quand on re´sout les e´quations du quatrie`me degre´. On doit alors donner
des valeurs approximatives. Les me´thodes que nous allons voir nous permettent
de donner des valeurs jusqu’a` ce que l’erreur soit acceptable.
1. La premie`re me´thode consiste a` estimer la valeur d’une inconnue x entre
deux entiers, par exemple, entre 4 et 5. Ensuite, comme on sait que x est
plus grand que 4, on supposera x = 4 + p, ou` p est une fraction moindre
que l’unite´. On se basera alors sur la nouvelle valeur pour en produire une
autre encore plus proche de la solution.
Par exemple, supposons qu’on doive calculer la valeur de x pour l’e´quation
xx = 20. On sait que 16 < 20 < 25, ainsi x sera compris entre 4 et 5. On
suppose alors x = 4 + p. On a alors xx = 16 + 8p + pp dont on ne´glige
le terme pp car tre`s petit. On trouve alors 16 + 8p = 20 et la valeur de
p = 12 . Comme on a suppose´ pp = 0, on voit que notre solution x = 4 +
1
2
est plus petite que la valeur exacte. On peut alors re´ite´rer notre ope´ration
pour trouver des solutions dont l’erreur est de plus en plus petite.
Ge´ne´ralisons maintenant au cas ou` on cherche la racine de l’e´quation
xx = a. On sait que n < x < n + 1. On pose x = n + p avec p comme
pre´ce´demment. Elevant alors au carre´, on obtient xx = nn + 2np + pp.
Comme pp est suppose´ tre`s petit, on le ne´glige et on obtient alors nn +
2np = a. On arrive alors a` en de´duire la valeur de p = a−nn2n et donc notre
nouvelle valeur pour x sera






qui sera encore plus proche de la vraie solution que n. On peut alors
ite´rer le processus en posant x = a+nn2n + p et en appliquant a` nouveau la
me´thode.
Par exemple, si on cherche la racine carre´e de 2, on a alors a = 2. On
sait que 1 < x < 2 et donc en posant x = 1 + p, puis l’e´levant au carre´,
on obtient xx = 1 + 2p + pp. On ne´glige le terme pp et on doit re´soudre
1 + 2p = 2. Finalement on trouve p = 12 , et une meilleure approximation
sera x = 1 + 12 =
3
2 . Si on ite`re, on obtient
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On remarque que l’erreur diminue tre`s vite, aussi on arrive rapidement a`
un re´sultat satisfaisant.
On peut utiliser cette me´thode aussi pour les racines cubiques ou bicarre´es.
En effet, soit l’e´quation x3 = a et on en cherche sa racine. On suppose
qu’on connaˆıt n tel que n < x < n+1. On suppose alors comme auparavant
x = n+ p et on e´le`ve au cube. On aura alors x3 = n3 + 3nnp puisqu’on va
ne´gliger les termes contenant du pp ou du p3. On a alors que n3+3nnp = a
et donc que p = a−n
3









Cette me´thode peut tre`s bien s’utiliser dans la re´solution d’e´quations,
quelle que soit leur nature. En effet, si on cherche les racines de x3 +axx+
bx + c = 0 et qu’on sait que n est une valeur approche´e d’une racine, on
pourra poser x = n−p. On calcule ensuite xx = nn−2np et x3 = n3−3nnp
et on remplace dans l’e´quation afin de trouver p. L’e´quation devient alors
n3 − 3nnp + ann− 2anp + bn− bp + c = 0
n3 + ann + bn + c = 3nnp + 2anp + bp
n3 + ann + bn + c = (3nn + 2an + b)p
p =
n3 + ann + bn + c
3nn + 2an + b
et finalement on peut trouver x = n − n3+ann+bn+c3nn+2an+b = 2n
3+ann−c
3nn+2an+b qui est
une bien meilleure solution que n.
Pour le voir, prenons l’exemple suivant. On cherche les racines de l’e´quation
suivante : x3 + 2xx+ 3x− 50 = 0. On a alors que a = 2, b = 3 et c = −50.
On sait que n = 3 est une valeur assez proche d’une racine. On a alors

















− 50 = 916
9261
∼= 0, 1
Si on recommenc¸ait cette ite´ration avec n = 6121 , on obtiendrait une valeur
encore plus proche.
Cette me´thode approche tre`s vite une racine estime´e, mais il faut faire
attention a` ce que l’approximation n soit assez proche de la solution car si
elle est trop e´loigne´e, la me´thode donnera des re´sultats impropres. En effet,
dans l’exemple x5−6x−10 = 0, on sait que la racine x est comprise entre
1 et 2. On supposera donc x = n + p. On e´le`ve a` la cinquie`me puissance
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et on obtient x5 = n5 + 5n4p. Remettant dans l’e´quation, on trouve
n5 + 5n4p− 6n− 6p− 10 = 0
p =
10 + 6n− n5
5n4 − 6
x = n +
10 + 6n− n5
5n4 − 6 =
4n5 + 10
5n4 − 6
Si on prend n = 1, on voit que x = 14−1 = −14 s’e´loigne fortement de notre
racine, alors que n = 2 rend x = 13874 =
69
37 plus proche. Il faut donc faire
attention aux choix de l’approximation.
2. La me´thode vue ci-dessus est la me´thode la plus intuitive pour trouver
une approximation. Malheureusement, elle nous renvoie dans des calculs
longs, tre`s vite fatigants mais surtout risque´s car on peut faire bien des
erreurs avant de parvenir a` la solution. C’est pourquoi nous allons voir
une me´thode qui me´rite une attention a` cause de la facilite´ de son calcul.
Il s’agit de trouver une progression ge´ome´trique telle que, si on divise un
nombre de la suite par le pre´ce´dent, on trouve une approximation de x.





3, etc. . .
Prenons directement un exemple pour voir combien cette fac¸on de calculer
est facile et directe. Soit donc l’e´quation xx = x+1 dont on veut trouver la
racine. On suppose alors p, q, r, s, t tels que qp = x,
r
p = xx = x+1 =
q
p +1
d’ou` r = p+q et ainsi de suite. En supposant que les premiers termes sont
0 et 1, on obtient la suite
0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, . . .
En divisant deux termes conse´cutifs, on obtient au de´but de la suite une
erreur grande alors que par la suite, plus on avance, plus la suite va s’ap-
procher de la valeur de´sire´e.
Rapport Valeur de x
1 ∞
2 11 = 1
3 21 = 2
4 32
. . . . . .
m 5534
Si on prend par exemple x = 2113 , on aura que l’erreur sera (
21
13 )
2− 2113 +1 =
441
139 − 442169 = − 1169 ce qui est remarquable. Et si on va encore plus loin dans
la progression ge´ome´trique, on aura encore mieux.
Si on fait de meˆme avec xx = 2x+1, on aura, si p, q, r, s, t sont les premiers
termes de la progression, qp = x,
r
p = xx = 2
q
p + 1 d’ou` r = 2q + p et on
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continue ainsi de suite. Alors en supposant que les deux premiers termes
de la progression soient 0 et 1, on obtient la suite
0, 1, 2, 5, 12, 29, 70, 169, . . .


















, . . .
Si on avait re´solu l’e´quation, on aurait trouve´ x = 1 +
√
2, on a donc




















, . . .
Par exemple, si on prend le carre´ de 9970 , on obtient
9801
4900 dont la diffe´rence
avec 2 n’est que de 14900 .
On peut aussi appliquer cette me´thode a` des e´quations de plus grand degre´.
Par exemple, si on cherche une approximation de la racine de l’e´quation
x3 = xx+ 2x+ 1, on aura alors qp = x,
r
p = xx et
s
p = x




p + 1 donc s = r + 2q + p. On peut alors trouver la suite en partant
de 0, 0 et 1.
0, 0, 1, 1, 3, 6, 13, 28, 60, 129, . . .


















Mais il est des cas ou` on ne pourra pas appliquer cette me´thode. Par
exemple, pour xx = 2, si on veut de´terminer une progression ge´ome´trique
d’exposant x, on doit poser qp = x et
r
p = xx = 2 et on en de´duit r = 2p.
Faisant partir la suite de 1 et 1, on obtient :
1, 1, 2, 2, 4, 4, 8, 8, 16, 16, 32, 32 . . .
Les rapports oscillent constamment sur 1 et 2. Il faut alors contourner
intelligemment ce proble`me, par exemple, en imposant un changement de
variable x = y − 1 et on retombe sur l’e´quation yy = 2y + 1 de´ja` traite´e
plus haut.
Lorsqu’une racine rationnelle existe, cette me´thode pourra nous amener a`
elle aussi. Soit, pour illustrer cela, l’e´quation xx = x + 2 dont on connaˆıt
la racine x = 2. On voit alors que si p, q et r sont les premiers termes de
la progression, r = q + 2p. Si on fait commencer notre suite par 1 et 2, on
obtient
1, 2, 4, 8, 16, 32, 64, . . .
la progression est d’exposant 2, exactement notre racine.
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On voit aussi, dans l’exemple suivant, que les termes pour commencer la
suite sont tre`s importants. Par exemple, pour l’e´quation xx = 4x− 3, on
sait que les racines sont x = 1 et x = 3. La formule pour trouver la suite
est r = 4q − 3p. Si on fait commencer notre suite par 1 et 1, on trouve
1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, . . .
alors que si on la fait commencer par 1 et 3, on obtient
1, 3, 9, 27, 81, 243, 729, . . .
qui nous donne exactement la racine x = 3. De manie`re ge´ne´rale la racine
approche´e sera la plus grande comme on le voit dans les suites suivantes.
La valeur approche´e est toujours 3, la plus grande racine dans notre cas.
Pour finir ce premier tome, nous allons voir une e´quation assez loufoque.
x∞ = x∞−1 + x∞−2 + x∞−3 + . . .
La caracte´ristique de la suite approchant la racine de cette e´quation est
que chaque terme est la somme de tous les pre´ce´dents. En faisant partir
la suite par 1, on trouve
1, 1, 2, 4, 8, 16, 32, 64, 128, . . .
d’ou` on peut dire que la plus grande racine de l’e´quation propose´e est 2.










+ . . .
Cette somme vaut 1x−1 et on voit donc que x = 2.
On a donc vu deux fac¸ons diffe´rentes d’approcher des solutions. La meilleure
me´thode selon Euler est la premie`re car elle est tre`s me´canique et on n’a pas
besoin de pre´parer quoi que ce soit de particulier, alors que la deuxie`me exige
une certaine pre´paration de l’e´quation et des termes de la suite qui sera utilise´e.
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Chapitre 4
Ele´mens d’alge`bre, Tome 2
4.1 Re´sume´ et particularite´ du deuxie`me tome
Tout d’abord, nous allons donner la table des matie`res du second tome des
Ele´mens d’alge`bre.
1. Chapitre 1 : De la re´solution des e´quations du premier degre´ qui renferment
plus d’une inconnue.
2. Chapitre 2 : De la re`gle qu’on nomme regula coeci ou` il s’agit de de´terminer,
par deux e´quations, trois ou un plus grand nombre d’inconnues.
3. Chapitre 3 : Des e´quations inde´termine´es compose´es, dans lesquelles l’une
des inconnues ne de´passe pas le premier degre´.
4. Chapitre 4 : De la manie`re de rendre rationnelles les quantite´s sourdes de
la forme
√
a + bx + cxx.
5. Chapitre 5 : Des cas ou` la formule a+ bx+ cxx ne peut jamais devenir un
carre´.
6. Chapitre 6 : Des cas en nombres entiers, ou` la formule axx+ b devient un
carre´.
7. Chapitre 7 : D’une me´thode particulie`re, par laquelle la formule ann + 1
devient un carre´ en nombres entiers.
8. Chapitre 8 : De la manie`re de rendre rationnelle la formule irrationnelle√
a + bx + cxx + dx3.
9. Chapitre 9 : De la manie`re de rendre rationnelle la formule incommensu-
rable
√
a + bx + cxx + dx3 + ex4.
10. Chapitre 10 : De la manie`re de rendre rationnelle la formule irrationnelle
3
√
a + bx + cxx + dx3.
11. Chapitre 11 : De la re´solution de la formule axx+bxy+cyy en ses facteurs.
12. Chapitre 12 : De la transformation de la formule axx + cyy en des carre´s
et en des puissances plus e´leve´es.
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13. Chapitre 13 : De quelques expressions de la forme ax4 + by4, qui ne sont
pas re´ductibles a` des carre´s.
14. Chapitre 14 : Solutions de quelques questions qui appartiennent a` cette
partie de l’analyse.
15. Chapitre 15 : Solutions de quelques questions ou` l’on demande des cubes.
Cette table des matie`res re´sume tre`s bien chaque sujet et donne une ide´e assez
claire de la nature des proble`mes discute´s. On voit que dans ce deuxie`me tome,
Euler s’attaque a` des questions plus difficiles qu’au premier. De plus, ces cha-
pitres, mis a` part le premier et le deuxie`me, ne pre´senteront plus d’exemples
de la vie courante. En effet, dans cette deuxie`me partie, la beaute´ des ca-
racte´ristiques, des me´thodes employe´es et des subtilite´s mises en oeuvre va rem-
placer le coˆte´ utilitaire et inge´nierie des mathe´matiques. On pourrait conside´rer
ce tome comme un recueil d’art.
4.2 Additions
Lorsqu’on lit la pre´face des Ele´mens d’alge`bre, on apprend, en plus des
louanges que tous vouent au ge´nie d’Euler, que c’est M. de Lagrange, un des plus
grands mathe´maticiens de l’e´poque, qui est l’auteur des Additions du second vo-
lume. Lagrange introduit d’ailleurs lui-meˆme, non sans humour, ses additions
en commenc¸ant par nommer Diophante, Fermat et Bachet, les seuls avant Euler
a` avoir travaille´ sur l’analyse inde´termine´e tout en provoquant et en exprimant
haut et fort son me´pris pour les autres ge´ome`tres qui semblaient avoir de´laisse´
cette branche des mathe´matiques. Il de´crit ensuite ce qu’il va enseigner :
1. La the´orie des fractions continues.
2. Des me´thodes pour re´soudre des e´quations du premier et du second degre´,
surtout en nombres rationnels ou entiers.
3. Des fonctions aux caracte´risques semblables dont le produit reste une fonc-
tion semblable.
Lagrange finit par souligner qu’il tient vraiment a` ce que ses additions inter-
pellent les ge´ome`tres.
Je souhaite que les matie`res que j’y ai traite´es puissent me´riter l’attention des
Ge´ome`tres, et re´veiller leur gouˆt pour une partie de l’analyse, qui me paraˆıt
tre`s digne d’exercer leur sagacite´.
4.3 Un proble`me fort remarquable
Un chapitre de ce deuxie`me tome des Ele´mens d’alge`bre est particulie`rement
inte´ressant. Il s’agit du chapitre 15. Le proble`me consiste a` trouver des cas ou`
la formule a + bx + cxx n’est pas un carre´.
Dans un premier temps, on va montrer que la forme ge´ne´rale de ces formules
est pxx + q. En effet, quand on part de l’e´quation ge´ne´rale a + bx + cxx, on
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peut lui donner la forme voulue en posant x = y−b2c . On obtient alors la formule
a+ by−bb2c +
yy−2by+bb
4c . Comme on veut que cette quantite´ soit un carre´, on peut
l’e´galer a` zz4 . Multipliant le tout par 4c, on obtient :
4ac + 2by − 2bb + yy − 2by + bb = czz
4ac− bb + yy = czz
yy = czz + bb− 4ac
Donc si notre formule de de´part est un carre´, alors czz + bb− 4ac le sera aussi.
En posant t = bb − 4ac, on trouve une formule du type voulu czz + t. Lorsque
t = 0, notre formule n’est un carre´ que si czz est un carre´. Cela force c a` eˆtre un
carre´ car sinon la formule ne sera pas un carre´. Pour les autres cas, nous allons
devoir recourir a` la proprie´te´ des nombres par rapport a` leur division d’autres
nombres qu’on a vue plus haut et qu’on rappelle ici.
1. On sait que les nombres entiers peuvent eˆtre classe´s dans trois espe`ces
diffe´rentes par rapport au diviseur 3. On va conside´rer leur carre´.
– Les nombres divisibles par 3, repre´sente´s par 3n. Leur carre´ est divisible
par 32 = 9. On les mettra dans la cate´gorie 9n
– Les nombres dont le reste de la division par 3 est 1, repre´sente´s par
3n + 1. Si on prend leur carre´, on aura 9nn + 6n + 1 c’est-a`-dire qu’ils
resteront dans leur espe`ce 3n + 1.
– Les nombres dont le reste de la division par 3 est 2, re´pre´sente´s par
3n + 2. Leur carre´ est de la forme 9nn + 12n + 4 de la forme 3n + 1.
On conclut donc que les carre´s sont soit divisibles par 3 et 9, soit le reste
de leur division par 3 est 1. Donc aucun nombre de type 3n + 2 ne peut
eˆtre un carre´.
On va donc pouvoir de´montrer graˆce a` cela que 3xx+ 2 ne sera jamais un
carre´ quel que soit l’entier qu’on assigne a` la valeur x. En effet, le reste
apre`s division par 3 sera toujours 2. On va donc lui donner une valeur
fractionnaire. Mais on va montrer que meˆme dans ce cas-la`, la formule
3xx+ 2 ne sera jamais un carre´. Soit x = tu , ou` on suppose que t et u sont
premiers entre eux car on prend directement une fraction irre´ductible. On
obtient donc 3 ttuu + 2. Si on la multiplie par un carre´, cette quantite´ doit
rester un carre´. On multiplie donc par uu, et on obtient la formule sur
laquelle on veut travailler, a` savoir 3tt + 2uu. Cette quantite´ ne saurait
eˆtre un carre´ car :
(a) Si u est divisible par 3, alors t ne le sera pas car t et u sont premiers
entre eux et donc 3tt + 2uu est divisible par 3 mais pas par 9.
(b) Si u n’est pas divisible par 3, alors le reste de uu, qui est un carre´,
sera de 1. Mais alors 3tt+ 2uu nous laissera un reste 2 et ne sera par
conse´quent pas un carre´.
On pourra faire de meˆme pour toutes les formules 3tt + (3n + 2)uu.
(a) Dans le cas ou` u est divisible par 3, alors t ne le sera pas car t et
u sont toujours premiers entre eux. Alors 3tt + (3n + 2)uu ne sera
divisible que par 3 et non par 9.
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(b) Dans le cas ou` u n’est pas divisible par 3, alors le reste laisse´ par
3tt + (3n + 2)uu sera 2 apre`s division par 3.
On a donc que pour des n entiers positifs ou ne´gatifs, 3tt + (3n + 2)uu
n’est jamais un carre´.
2. On fait a` pre´sent de meˆme pour le cas ou` le diviseur est 4. Il existe quatre
sortes de nombres.
(a) Ceux de la forme 4n. Leur carre´ est divisible par 16, donc de la forme
16n.
(b) Ceux de la forme 4n+ 1. Si on les e´le`ve au carre´, on obtient 16nn+
8n + 1. Ils sont donc de la forme 8n + 1.
(c) Ceux de la forme 4n + 2, dont le carre´ est 16nn + 16n + 4, du type
16n + 4.
(d) Ceux de la forme 4n+ 3, avec pour carre´ 16nn+ 24n+ 9, de la forme
8n + 1.
Cela nous apprend que les carre´s impairs sont uniquement de la forme
8n+ 1 et ceux pairs sont de la forme 16n ou 16n+ 4. Dans tous les autres
cas, on n’a jamais de carre´.
Graˆce a` cette classification, on peut montrer a` nouveau que 3tt + 2uu ne
peut pas eˆtre un carre´.
(a) Soit t et u sont pairs, et dans ce cas la`, on va se ramener dans un
des cas suivants en posant t = 2x et u = 2y. On aura la formule
3tt + 2uu = 12xx + 8yy. En divisant par le carre´ 4, on a que cette
formule n’est un carre´ que si 3xx + 2yy est un carre´. En appliquant
cette me´thode plusieurs fois, on pourra supposer qu’au moins un des
deux nombres est impair. On appelle ce concept la descente infinie
qui n’est pas mentionne´e dans les Ele´mens d’alge`bre mais qui e´tait
bien connu a` l’e´poque graˆce a` Fermat.
(b) Si t et u sont impairs, alors tt et uu sont de type 8n+ 1 mais alors le
reste de 3tt + 2uu apre`s division par 8 serait 5. Du coup, 3tt + 2uu
ne peut eˆtre un carre´.
(c) Si on suppose t pair et u impair, on a que le reste de la division de
3tt + 2uu par 4 est 2. La formule ne peut pas eˆtre un carre´ dans ce
cas la` car le reste de la division par 8 sera soit plus grand, soit e´gal
a` 2.
(d) Si t est impair et u pair, alors 3tt est de la forme 8n + 3 et 2uu de
type 8n. Alors 3tt + 2uu sera de la forme 8n + 3 qui ne peut jamais
eˆtre un carre´.
Comme avant, on peut e´tendre cette de´monstration a` toutes les formules
de la forme (8m+ 3)tt+ (8n+ 2)uu, ou` m et n sont des entiers positifs ou
ne´gatifs.
3. On peut faire de meˆme pour les diviseurs 5,7,. . .
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4. On va ge´ne´raliser cela. Soit d un diviseur. On peut classer les nombres de
deux manie`res.
dn, dn + 1, dn + 2, dn + 3, . . .
dn, dn− 1, dn− 2, dn− 3, . . .
On voit alors que les carre´s de dn + 1 et dn − 1 laissent un reste 1 apre`s
division par d, ceux de dn + 2 et dn − 2 un reste 4, . . .On ge´ne´ralise en
disant que les nombres de la forme dn + a et dn − a laissent un reste de
aa. Avec ceci, on peut trouver une infinite´ de formules telles que att+ buu
ne puisse pas eˆtre un carre´.
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Chapitre 5
Commentaires sur le livre
5.1 Le symbolisme
Lorsqu’on lit les Ele´mens d’alge`bre, on ne se rend presque pas compte qu’on
lit un livre qui a de´ja` plus de deux cents ans. En effet, le symbolisme d’Euler,
hormis quelques de´tails comme sa fac¸on d’e´crire xx a` la place de x2, est le meˆme
que nous utilisons actuellement. Notamment, dans un texte, on n’e´crit pas de
nombres dont on n’a aucune utilite´ dans un calcul en chiffres mais plutoˆt en
toutes lettres. Les chiffres sont re´serve´s aux nombres qui seront utilise´s dans le
calcul du proble`me. L’exemple suivant l’illustre bien :
Quelqu’un ache`te un certain nombre de pie`ces de drap ; il paye pour la
premie`re 2 e´cus ; pour la seconde 4 e´cus ; pour la troisie`me 6 e´cus et de meˆme
toujours 2 e´cus de plus pour les suivantes ; et toutes les pie`ces ensemble lui
couˆtent 110 e´cus. Combien y avait-il de pie`ces ?
De plus, tous les caracte`res mathe´matiques tels que les nombres, les inconnues
ou les fractions sont e´crits dans un autre style afin de mieux les distinguer du
texte. Enfin, comme il le dit dans un chapitre, on prendra les lettres du de´but de
l’alphabet pour indiquer les quantite´s connues, et celles de la fin pour indiquer
les inconnues. Cette convention avait de´ja` e´te´ introduite par Descartes mais elle
n’a commence´ a` se re´pandre qu’avec Euler.
Ce formalisme est un peu l’he´ritage qu’a laisse´ Euler a` travers ses travaux
qui se sont re´pandus partout dans le monde. En effet, au cours de l’histoire, le
formalisme a beaucoup e´volue´ et les habitudes pour l’e´criture ont tre`s souvent
e´te´ influence´es par les plus grands mathe´maticiens. Le fait qu’aujourd’hui nous
utilisons tous le formalisme d’Euler te´moigne de la grandeur de ses oeuvres.
5.2 La pe´dagogie
Nous rappelons qu’Euler, en plus de son ge´nie en mathe´matiques, e´tait d’une
polyvalence incroyable. En effet, il a eu une licence de philosophie, a e´tudie´ la
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the´ologie, le grec et l’he´breu, sans compter son poste de me´decin dans l’arme´e
de Russie. Pour finir, nous soulignerons qu’il a aussi enseigne´ dans des domaines
varie´s : les mathe´matiques, la physique et la physiologie. Et pendant toutes ces
anne´es d’enseignement, Euler a largement eu le temps de trouver la meilleure
pe´dagogie pour apprendre aux gens la science. C’est dans cette optique qu’il a
e´crit ce livre. Ses me´thodes d’enseignement se sentent sur le papier.
– Une foule d’exemples et de proble`mes d’actualite´ (de l’e´poque) a` faire par
soi-meˆme pour mieux comprendre.
– Montrer des cas particuliers pour faire deviner la solution ge´ne´rale a`
l’e´le`ve. Et ceci meˆme dans le deuxie`me tome dont certains proble`mes
semblent irre´solubles.
– Ne passer par aucun raccourci, vraiment de´velopper tous les de´tails avec
une pre´cision sans e´gale.
– Parler simplement et directement sans artifice.
Sa pe´dagogie a d’ailleurs e´te´ mise a` l’e´preuve directement sur son tailleur dont
on disait qu’il ne pouvait eˆtre mis, quant a` sa capacite´, qu’au rang des esprits
ordinaires. Et ce fut un succe`s, car ce tailleur n’a pas seulement compris tout ce
que son maˆıtre lui dictait et lui enseignait, mais il a aussi re´solu une multitude
de proble`mes analytiques.
Toutes ces raisons ont donc rendu ce livre tre`s populaire. Son accessibilite´
mais aussi sa qualite´, car on apprend a` re´soudre beaucoup de proble`mes de la
vie courante dans les Ele´mens d’alge`bre, en ont e´te´ les principaux atouts.
5.3 L’influence sur nos mathe´matiques
Ce n’est un secret pour personne, les travaux d’Euler ont beaucoup apporte´
aux mathe´matiques. En effet, il a beaucoup apporte´ au calcul infinite´simal, est
celui qu’on appelle le pe`re de la the´orie des graphes et ses oeuvres continuent a`
eˆtre utilise´es aujourd’hui pour produire de nouveaux re´sultats. Mais qu’en est-il
de notre livre, les Ele´mens d’alge`bre ?
On a vu plus haut, lorsqu’on re´solvait des e´quations du troisie`me et du
quatrie`me degre´ qu’Euler de´montrait ce qu’on appelle le the´ore`me de Gauss.
Cela nous permettait de dire que si une racine de l’e´quation est entie`re, elle doit
diviser le terme constant. Cela est encore enseigne´ dans les e´coles et est meˆme
tre`s utile pour les chercheurs alge´bristes.
Sinon, lors du chapitre 16 du premier volume, on re´sout des e´quations par
des approximations. Les algorithmes utilise´s semblent eˆtre les premiers pas de
l’analyse nume´rique, aujourd’hui utilise´e dans tout ce qui est modellisation et
simulation. On y trouve aussi une notion tre`s importante, nomme´e aujourd’hui la
densite´ des nombres fractionnairesQ. En effet, on arrivera toujours a` trouver une
quantite´ fractionnaire approchant n’importe quel nombre irrationnel de manie`re
satisfaisante.
Mais aussi, on trouve quelque chose de tre`s surprenant. Dans le chapitre 13
du second tome, on trouve une de´monstration par l’absurde. Dans les mots de
l’e´poque, cela donnait : Si quelqu’un niait la proposition, ce serait soutenir qu’il
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peut y avoir des valeurs de x et y telles que x4+y4 fut un quarre´, quelque grandes
qu’elles fussent, puisqu’il n’y en a pas de petites. Ce type de de´monstration est
indispensable aujourd’hui. Tout bon mathe´maticien se doit de maˆıtriser ce genre
de preuve.
5.4 Conclusion
Les Ele´mens d’alge`bre sont un recueil dans lesquels on apprend l’alge`bre de
base. La simplicite´, la clarte´ et la diversite´ des proble`mes permettent qu’a` tout
aˆge, on puisse apprendre les bases fondamentales de l’alge`bre. Il est d’ailleurs
toujours e´dite´ et vendu dans le monde dans toutes les langues.
Il va sans dire qu’on pourrait sans aucun doute, apre`s une petite actualisation
des exemples et proble`mes propose´s, le proposer comme manuel scolaire dans
les e´coles. En effet, on y de´couvre avec inte´reˆt l’art des mathe´matiques. Si on





[2] Leonhard P. Euler, Ele´mens d’Alge`bre.
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